Was ist Mathematik und welche padagogische Bedeutung hat das wohlverstandene
Fach fur den Mathematikunterricht auch in der Grundschule?’

Erich Ch. Wittmann

Abstrakte Symbole, die nicht durch eigene Aktivitit des Kindes mit
Sinn gefiillt, sondern ihm von auflen aufgeprdgt werden, sind tote und
nutzlose Symbole. Sie verwandeln den Lernstoff in Hieroglyphen, die
etwas bedeuten konnten, wenn man nur den Schliissel dazu hdtte. Da
aber der Schliissel fehlt, ist der Stoff eine tote Last.

John Dewey (1859-1953)

Der Mathematikunterricht befindet sich heute offenkundig in einer Krise — nicht nur in
Deutschland. Dies betrifft keineswegs nur seine Ineffektivitat, wie sie - nicht nur - aus
den Ergebnissen unserer Schiillerinnen und Schiller bei TIMSS und PISA abzulesen ist.
Die Probleme liegen tiefer. Das nachlassende Interesse fur das Studienfach Mathematik
— auch in Landern, die bei TIMSS und PISA gut abgeschnitten haben - ist dafur ein
untrigliches Indiz.

In der Bildungspolitik wurden inzwischen Mafnahmen eingeleitet, die eine Besserung
bewirken sollen. Am stirksten vorangetrieben wird die Einfuhrung regelmaBiger
Vergleichstests auf lokaler, nationaler und internationaler Ebene, von der sich die
Bildungspolitiker und ihre Berater aus der Bildungsforschung offensichtlich den
groften Effekt versprechen (obwohl die Erfahrungen in anderen Landern das Gegenteil
lehren). GroB3es Gewicht wird weiter auf eine frithere und intensivere mathematische
Forderung in der Grundschule und schon im Kindergarten gelegt. Naturlich werden
auch neue Lehrpldne ins Auge gefasst, die den Mathematikunterricht ,,Jebensnaher* und
damit, wie man glaubt, ,,motivierender* machen sollen. Ziel ist auch eine veranderte
,unterrichtskultur®. Daneben gibt es eine Vielzahl weiterer Forderungen, z.B. die
verstarkte Einbeziehung neuer Medien - von der Computerindustrie aus durchsichtigen
Grunden begruflt und befordert -, eine starkere Leistungsdifferenzierung,
Ganztagsbetreuung, usw.

Bei der Fulle der Forderungen, die heute an die Schule gestellt werden, und der dabei
verfolgten unterschiedlichen Zielsetzungen besteht die grole Gefahr, dass auch fur die
Konsolidierung des Mathematikunterrichts MaBBnahmen isoliert und unkoordiniert
ergriffen werden, dass diese MaBlnahmen moglicherweise gar nicht stimmig sind und
dass sie vor allem nicht den Problemen an die Wurzel gehen. Dieser Gefahr kann man
nur entgehen, wenn man sich an einem gut begrundeten stufeniibergreifenden Leitbild
orientiert, an dem man verschiedene Maflnahmen bewerten und ausrichten kann. Als ein
solches Leitbild fur den Mathematikunterricht erscheint dem Autor eine klare
Vorstellung davon, was Mathematik wirklich ist und welche padagogischen
Moglichkeiten sich daraus fur Mathematiklernen ergeben, am besten geeignet. Dieser
Ansatz hat sich seit einigen Jahrzehnten auch schon bewiéhrt: Die Fortschritte der
Mathematikdidaktik, besonders auch fur die Grundschule, sind seit Anfang der
achtziger Jahre, also weit vor TIMSS und PISA, von einem bestimmten fachlichen
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Leitbild bestimmt, das heute noch uberzeugender ist als damals. Die
stufenuibergreifende Perspektive ist dabei im Interesse der Kinder zwingend notwendig:
Da die deutsche Grundschule traditionell von der Padagogik gepragt ist und den
,Fachern* oft nur eine untergeordnete Rolle zugemessen wird, muss dabei folgender
Punkt besonders beachtet werden: Mit der Entscheidung fur ein fachliches Leitbild, das
im Folgenden noch genauer zu erldutern und von verzerrten Sichtweisen von
,Mathematik* abzugrenzen sein wird, werden padagogische Leitvorstellungen von
Schule und Unterricht, die der Grundschule aus guten Griinden lieb und teuer sind,
keineswegs aufgehoben, ganz im Gegenteil: Diese pddagogischen Vorstellungen stehen
ndamlich nicht nur im Einklang mit dem angesprochenen fachlichen Leitbild, sondern
ihre praktische Umsetzung wird sogar erst moglich, wenn man sie vom wahren Wesen
der Mathematik her interpretiert und mit Leben fiillt. Die so geknuipfte enge Beziehung
zwischen Padagogik und Mathematik ist keineswegs paradox, sondern ergibt sich ganz
naturlich, denn der Entscheidung fur ein fachlich gut begriindetes Mathematikbild liegt
das gleiche Menschenbild zu Grunde, das auch den padagogischen Vorstellungen von
Kind, Schule und Unterricht zu Grunde liegt.

Der vorliegende Beitrag ist folgendermallen gegliedert: Zundchst wird ein neues Bild
von Mathematik als ,,Wissenschaft von Mustern® vorgestellt und analysiert. Es wird
dabei aufgezeigt, dass dieses neue Bild gerade in Lehrplinen fur den
Mathematikunterricht der Grundschule und in Unterrichtskonzepten, die
insbesondere im Projekt Mathe 2000 entwickelt wurden, schon weitgehend
umgesetzt ist. Praktische Bespiele dienen im nachfolgenden Abschnitt zur Erlauterung
der padagogischen Moglichkeiten, die sich aus der neuen Auffassung ergeben.

Fur ein neues Mathematikbild

Die Mathematik ist kein zwischen zwei Deckel gebundenes und mit
bronzenen Spangen verschlossenes Buch ...

Ihre Entfaltungsmoglichkeiten sind so unendlich wie die kosmischen
Welten, die sich unter dem Blick des Astronomen vervielfiltigen. Es ist
ebenso unmoglich die Mathematik in zugewiesenen Grenzen oder
dauernd giiltigen Definitionen einzuschliefsen - wie das Leben, das in
jedem Atom der Materie, in jeder Zelle, in jedem Blatt und in jeder
Knospe zu schlummern scheint und stets bereit ist, zu neuen Formen
pflanzlichen oder tierischen Lebens aufzubrechen.

J.J. Sylvester (1814-1897)

Die vorliegenden Erfahrungen mit Lernenden verschiedener Stufen erhérten folgende
These:

Das dem traditionellen Mathematikunterricht zu Grunde liegende Mathematikbild
erschwert oder versperrt vielen Lernenden den Zugang zur Mathematik.

Dieses Bild lésst sich folgendermalen kennzeichnen: Mathematische Inhalte erscheinen
als logisch festgefugte Systeme von abgeklarten Begriffen, Regeln und Verfahren, die
auf bestimmte Klassen von Aufgaben zugeschnitten sind. Der Stoff wird Schritt fur
Schritt gelernt und portionsweise bis zur moglichst fehlerlosen Reproduktion geuibt. Die
Unterscheidung zwischen ,,wahr* und ,.falsch® ist scharf, die Angst inhaltliche oder
formale Fehler zu machen entsprechend grof3. Eine grofle Zahl von Lernenden glaubt,



man musse mathematisch besonders begabt sein um die Mathematik verstehen zu
konnen. Eigene Uberlegungen, die zundchst notwendig fehlerbehaftet sind, werden
daher vielfach zugunsten der Reproduktion vorgegebener Musterlosungen
zuruckgestellt. Aus Mangel an Verstandnis klammern sich viele Lernende an die du3ere
Form der Darstellung, hinter denen die Inhalte oftmals verschwinden. Mit dem
mathematischen Formalismus geht vielfach ein methodischer Formalismus einher: Die
Lernenden durchlaufen die gleichen Schritte in gleicher Weise vom ,,Einfachen® zum
,»Schweren®. Schwichere erhalten zusatzliche Hilfen und zusatzliches Ubungsmaterial.
Individuelle Zugange gelten als unerwiinscht, weil es fur besser angesehen wird, sich an
die im Unterricht besprochenen und eingeuibten Verfahren zu halten. Um die Lernenden
zu motivieren sich mit der als ,,trocken* geltenden Mathematik zu beschiftigen, werden
in hohem Malle extrinsische Formen der Motivation eingesetzt.

In den letzten Jahrzehnten sind ernsthafte Anstrengungen unternommen worden, um
den traditionellen Unterricht, der zu Recht als unnaturlich, ja ,,unmenschlich®,
empfunden wird, zu uberwinden. In der Grundschule am einflussreichsten war und ist
die Bewegung des ,,offenen Unterrichts®, in der sich unterschiedliche Reformansitze
zur inhaltlichen, methodischen und organisatorischen Offnung aufgrund eines
veranderten, aktiven Lernbegriffs verbinden (vgl. z.B. Wallrabenstein 1991). Offenheit
wird dabei verstanden als

* Offenheit gegenuiber den Selbststeuerungskraften, individuellen Lernweisen und
Interessen der Kinder

* Offenheit zum sozialen Austausch und zur Kooperation zwischen den Kindern

* Offenheit zur Begegnung und Auseinandersetzung mit der Welt.

Die Praxis des offenen Unterrichts mit vielfaltigen Organisationsformen (Wochenplan,
Freiarbeit, Projekte) hat ganz zweifellos die Gleichschrittigkeit des
Mathematikunterrichts zugunsten individualisierter Lernformen mit einem hohen Grad
von Selbststeuerung aufgebrochen. Zum uiberwiegenden Teil handelt es sich aber nur
um eine auBerliche Offenheit. Die verwendeten Lern- und Ubungsmaterialien sind die
alten geblieben. Am Erscheinungsbild der Mathematik hat sich dadurch nichts gedndert.

Andere padagogische Bemiuthungen den traditionellen Mathematikunterricht abzuldsen
gehen in eine Richtung, die Hartmut von Hentig vorgezeichnet hat (von Hentig 1972,
80-81):

Mathematik wird entweder nur die Sprache einiger Wissenschaften bleiben und
die anderen umso endgiiltiger von diesen trennen, oder Mathematik miisste so
allgemein gemacht werden wie die Muttersprache: Wir miissten lernen, in ihr zu
leben, wahrzunehmen, zu denken, zu kommunizieren. Ich glaube nicht, dass das
geht. Die vieldeutige schmuddelige Welt, mit der wir es im Alltag zu tun haben,
wdre mit dem eindeutigen Instrument der Mathematik nicht zu handhaben. Aber
ich glaube, dass das systematische Lernen, das wir der Schule vorbehalten haben,
mathematische Denk- und Wahrnehmungsformen in stdarkerem Mafie aufnehmen
kann — vorausgesetzt, wir lernen Mathematik als Sprache, namlich als ein
Verstindigungsmittel, und wie eine Sprache, namlich sprechend, und iiber Dinge
und Sachverhalte und nicht als stummes, gegenstands- und partnerloses



Glasperlenspiel. Ja, wir miissten die Mathematik mehr noch als andere
Wissenschaften entzaubern. Ihr Zauber und ihre Zauberei liegen in dem
eigentiimlichen Verhdltnis zwischen der duflersten Exaktheit des geistigen
Instruments und der Inexaktheit der realen Tatbestinde, auf die es angewendet
wird. Die wissenschaftspropddeutische Chance der Mathematik scheint demnach
gerade in dem zu bestehen, was die Mathematiker — bisher — scheuen, wenn nicht
verachten: in der Ubersetzung von realen Beziehungen in mathematische Sprache
und umgekehrt, Sie besteht, wie alle wirklichen Chancen, in einer prinzipiellen
Schwierigkeit. Lehrte man in der allgemein bildenden Schule die Mathematik
derart als eine ,,gemischte und nicht als eine , reine* Wissenschaft, sie hdtte
Aussicht, eine Gemeinsprache der Erkenntnis zu werden und nicht ein
zusdtzlichen Mittel der Entfremdung.

Wie der Unterricht, der sich auf eine ,,gemischte® Wissenschaft Mathematik bezieht,
konkret aussehen kann, bleibt in dieser schonen Beschreibung durchaus noch offen. Aus
padagogischer Sicht ist es allerdings verlockend sie konzeptionell so umzusetzen, dass
Fachstrukturen zugunsten von Anwendungen der Mathematik im Kontext realer
Situationen weitgehend aufgelost werden. In den Richtlinien fur den
Mathematikunterricht an der Gesamtschule in Nordrhein-Westfalen ist dieser Weg
beschritten worden. Als unausgesprochenes Vorbild diente hier das am Freudenthal-
Institut in Utrecht entwickelte Konzept von ,Realistic Mathematics Education®,
jedenfalls so wie es bei uns verstanden wird. Ansédtze zur Auflosung des Faches
Mathematik (und anderer Facher) gibt es auch in der Grundschule, sehr weit entwickelt
z.B. in der Freinet-Padagogik.

Sowohl die Bewegung des offenen, ,kindorientierten® Unterrichts als auch die
Bemuhungen um einen "anwendungsorientierten" Mathematikunterricht haben
wesentlich dazu beigetragen die Erstarrung des traditionellen Mathematikunterrichts
aufzubrechen, und sind als wesentliche Fortschritte anzusehen. Gleichwohl konnen sie
nicht als stufeniibergreifende Losung des Problems angesehen werden, denn die ihnen
zu Grunde liegenden Mathematikbilder geben das wahre Wesen der Mathematik nicht
angemessen wieder: Die Ansiatze des ,,offenen Unterrichts® lassen das Fach vollig
auBer Acht, die Ansatze von ,,Mathematik im realen Kontext*“ betonen einseitig die
Anwendungen der Mathematik.

Auf verfalschten Vorstellungen vom Fach kann man den Unterricht aber nicht aufbauen,
insbesondere nicht stufenuibergreifend. Wenn daher die Konsolidierung des
Mathematikunterrichts gelingen soll, muss das Mathematiklernen von der
Fruhforderung im Kindergarten an bis hin zur Lehrerbildung auf eine neues
stufentibergreifendes Bild von Mathematik bezogen werden.

Die Frage ,,Was ist Mathematik?“ wird heute folgendermaflen beantwortet (Devlin
1998, S. 3-4):

In den letzten zwanzig Jahren ist eine Definition [von Mathematik] aufgekommen,
der wohl die meisten heutigen Mathematiker zustimmen wiirden: Mathematik ist
die Wissenschaft von den Mustern. Der Mathematiker untersucht abstrakte
»Muster“ — Zahlenmuster, Formenmuster, Bewegungsmuster, Verhaltensmuster
und so weiter. Solche Muster sind entweder wirkliche oder vorgestellte, sichtbare
oder gedachte, statische oder dynamische, qualitative oder quantitative, auf
Nutzen ausgerichtete oder blof3 spielerischem Interesse entspringende. Sie konnen



aus unserer Umgebung an uns herantreten oder aus den Tiefen des Raumes und
der Zeit oder aus unserem eigenen Innern.

In seinem Buch ,,.Das Mathe-Gen* gibt Devlin eine ausfuhrlichere Erlauterung (Devlin
2000, S- 97):

Die Muster und Beziehungen, mit denen sich die Mathematik beschdftigt, kommen
tiberall in der Natur vor: die Symmetrien von Bliiten, die oft komplizierten Muster
von Knoten, die Umlaufbahnen der Himmelskorper, die Anordnung der Flecke auf
einem Leopardenfell, das Stimmverhalten der Bevolkerung bei einer Wahl, das
Muster bei der statistischen Auswertung von Zufallsergebnissen beim
Roulettespiel oder beim Wiirfeln, die Beziehungen der Worter, die einen Satz
ergeben, die Klangmuster, die zur Musik in unseren Ohren fiihren. Manchmal
lassen sich die Muster durch Zahlen beschreiben, sie sind ,,numerischer Natur“,
etwa das Wahlverhalten der Bevolkerung. Oft sind sie jedoch nicht numerischer
Natur; so haben Strukturen von Knoten oder Bliitenmuster nur wenig mit Zahlen
Zu tun.

Weil sie sich mit solchen abstrakten Mustern beschdftigt, erlaubt uns die
Mathematik oft, Ahnlichkeiten zwischen zwei Phdnomenen zu erkennen (und oft
erst zu nutzen), die auf den ersten Blick nichts miteinander zu tun haben. Wir
konnten die Mathematik also als eine Brille auffassen, mit deren Hilfe wir sonst
Unsichtbares sehen konnen — als ein geistiges Aquivalent zu dem Rontgengeriit
der Arzte oder dem Nachtsichtgerdit eines Soldaten.

Vom Standpunkt des Kindergartens und der Grundschule klingen diese Beschreibungen
zundchst einmal sicherlich abgehoben, und werfen unwillkurlich die Frage auf, ob
Mathematik als ,,Wissenschaft von Mustern fur diese Stufen uiberhaupt eine Relevanz
hat. Dass dies tatsachlich der Fall ist, macht vielleicht am besten ein weiteres Zitat
deutlich. Es ist der Rede entnommen, die der Physik Richard Feynman 1965 bei einem
Vortrag vor Lehrern gehalten hat:

Als ich noch sehr klein war und in einem Hochstuhl am Tisch saf3, pflegte mein
Vater mit mir nach dem Essen ein Spiel zu spielen. Er hatte aus einem Laden in Long
Island eine Menge alter rechteckiger Fliesen mitgebracht. Wir stellten sie vertikal
auf, eine neben die andere, und ich durfte die erste anstofien und beobachten, wie die
ganze Reihe umfiel. So weit, so gut. Als Ndchstes wurde das Spiel verbessert. Die
Fliesen hatten verschiedene Farben, Ich musste eine weifie aufstellen, dann zwei
blaue, dann eine weifle, zwei blaue, usw. Wenn ich neben zwei blaue eine weitere
blaue setzen wollten, insistierte mein Vater auf einer weifen. Meine Mutter, die eine
mitfiihlende Frau ist, durchschaute die Hinterhdltigkeit meines Vaters und sagte:
»Mel, bitte lass den Jungen eine blaue Fliese aufstellen, wenn er es mochte. Mein
Vater erwiderte: ,,Nein, ich mochte, dass er auf Muster achtet. Das ist das Einzige,
was ich in seinem jungen Alter fiir seine mathematische Erziehung tun kann.

Wenn ich einen Vortrag iiber die Frage ,,Was ist Mathematik? “ halten miisste, hdtte
ich damit die Antwort schon gegeben: Mathematik ist die Wissenschaft von den
Mustern.



Der Begriff des mathematischen Musters eignet sich also sehr wohl als Leitmotiv von
den ersten mathematischen Aktivititen des Kleinkindes bis hin zu den aktuellen
Forschungen der mathematischen Spezialisten. Fur die mathematische Fruhforderung
im Vorschulalter sind einfache Zahlen- und Formenmuster gut geeignet (vgl.
Miiller/Wittmann 2002). Fir den Mathematikunterricht der Grundschule bietet sich eine
uberquellende Fulle von Zahlenmustern, Formenmustern, kombinatorischen und
logischen Mustern an, mit denen die Kinder ihre mathematischen Fahigkeiten entfalten
und grundlegende Kenntnisse erwerben konnen. Der Mathematikunterricht der
folgenden Stufen kann nahtlos daran anschlieBen.

Mathematische Muster durfen nicht als fest Gegebenes angesehen werden, das man nur
betrachten und reproduzieren kann. Ganz im Gegenteil: Es gehort zu threm Wesen, dass
man sie erforschen, fortsetzen, ausgestalten und selbst erzeugen kann. Der Umgang mit
ihnen schlie3t also Offenheit und spielerische Variation konstitutiv ein. Den ,,streng*
erscheinenden Regelsystemen der Mathematik wird dadurch die Scharfe genommen, sie
lassen Raum fur personliche Sicht- und Ausdrucksweisen und werden zuganglich fur
die individuelle Bearbeitung. Gleichwohl werden Offenheit und Individualitat durch
Regeln gezugelt: Es handelt sich um eine Offenheit vom Fach aus (Wittmann 1996).
Anna Susanne Steinweg hat bei ihren Untersuchungen zur Entwicklung des
Zahlenmusterverstandnisses von Kindern (Steinweg 2001) aufgezeigt, dass die
Begegnung von Kindern mit mathematischen Mustern als ,,Spiel* im besten Sinn der
Bildungstheorie und der Asthetik aufgefasst werden kann (Steinweg 2001, 262-263):

Muster verzaubern und entzaubern die Mathematik. Mathematik wird erfahrbar in
der Schonheit ihrer Strukturen und kann so faszinieren. Mathematik wird
durchschaubar in der Logik ihrer Strukturen und kann deshalb hinterfragt
werden. Der weit verbreitete Glaube, man konne Kindern die reine Mathematik
nicht zumuten, sondern miisse das Fach erst pddagogisch zubereiten, ist
unberechtigt. Ganz im Gegenteil: Erst die bewusste Auseinandersetzung mit ihrer
Struktur ermoglicht die Entzauberung der ,Ubermacht* Mathematik und bereitet
gleichzeitig auch den Boden fiir ,bezaubernde Momente‘ bei der Erforschung von
Mustern.

Eine echte — im Sinne von wahrhaftig - Auseinandersetzung mit echter,
authentischer Mathematik findet auf der Basis des Spiels statt. Die
mathematischen Fragestellungen tragen umso weiter, je mehr versucht wird, ein
solches Spiel zu ermoglichen. Das ist so zu verstehen, dass nur die Mathematik in
ihrer eigenen Strukturhaftigkeit wirklich ein Anlass zu echter — im Sinne von
authentisch — Exploration sein kann. Diese Auseinandersetzung erlaubt es erst,
der Struktur auf die Spur zu kommen, den dahinter stehenden Mustern
Geheimnisse zu entlocken und nicht zuletzt das Kind als aktiven Lernenden ernst
Zu nehmen.

Die Spiele, von denen hier die Rede ist, mussen naturlich von der Flut der
, Verpackungen und Spiele* wohl unterschieden werden, die heute als ,,edutainment*
den Markt uberschwemmen und nicht der spielerischen Auseinandersetzung mit
mathematischen Mustern dienen, ganz im Gegenteil.

Von auBerster Wichtigkeit ist es sich klar zu machen, dass bei der Beschiaftigung mit
Mustern der reine und der angewandte Aspekt der Mathematik von Anfang an zwei



Seiten ein und derselben Medaille bilden. Dass der Mathematikunterricht wesentlich zur
UmwelterschlieBung beitragen muss, also der angewandte Aspekt der Mathematik
fundamental einzubeziehen ist, ist unbestritten. Aber gerade wenn der Unterricht einen
wirksamen Beitrag zur UmwelterschlieBung leisten soll, muss auch die spielerische
Auseinandersetzung mit bedeutungsvollen elementarmathematischen Fragestellungen
ohne unmittelbaren ,,Lebensbezug“ voll zur Geltung kommen. Ohne die Erforschung
mathematischer Strukturen fiir sich selbst, jenseits unmittelbarer Wirklichkeitsbezuige,
hatte sich die Mathematik niemals zu dem breit anwendungsfihigen Werkzeug
entwickeln konnen, das es heute ist. Viele Anwendungsbereiche wurden und werden
mit Strukturen ,,mathematisiert, die z.T. Jahrhunderte vorher von der reinen
Mathematik aus innermathematischen Motiven entwickelt worden sind. Der ,,reine
Aspekt® der Mathematik ist somit ein unverzichtbares Element des Mathematiklernens.
Wenn er fehlt, wird das Bild der Mathematik verfalscht und der Unterricht kann nicht
seinen vollen Bildungswert entfalten. Die Situation ist dhnlich wie im Sport, wo ein
breites Training uber die eigentlichen Wettkampfanforderungen hinaus einen
Uberschuss an Verhaltensweisen und Einstellungen erzeugt, der sich im Wettkampf
selbst positiv auswirkt, oder wie in der Sprache, wo das freie Fabulieren und die
Beschiftigung mit Phantasiewelten wesentliche Elemente sprachlicher Aktivitat sind.
Die Unterscheidung zwischen Struktur und Anwendung verweist auf die fundamentale
Tatsache, dass die Mathematik nicht durch Abstraktion von der Realitat gewonnen wird.
Mathematik ist keine Erfahrungswissenschaft wie z.B. die Physik, sondern bildet eine
eigene ,theoretische® Welt mit eigenen Gesetzen. Dies wird bereits an den naturlichen
Zahlen deutlich. Diese Zahlen (ebenso wie die Sprache) kann man zwar zur
Beschreibung realer Situationen verwenden, aber sie kommen genauso wenig in der
Realitat vor wie Worter: Zahlen sind nicht empirischer, sondern theoretischer Natur, sie
sind gedankliche Konstrukte (Steinbring 1994). Gewiss konnen Zahlen durch Plattchen
»dargestellt“ werden, wovon ja in der Grundschule aus guten Grunden ausgiebig
Gebrauch gemacht wird. Aber es darf nicht vergessen werden, dass Plattchen eine
Doppelnatur haben: Einerseits sind sie konkrete Objekte: man kann sie anfassen wie
Steine oder Kastanien. Andererseits sind sie aber vom Menschen gemachte Artefakte,
durch deren Anordnungen und Umordnungen Beziehungen zum Ausdruck gebracht
werden konnen. Die Anordnung von Plattchen z.B. in einem 3x3-Muster ist das
Ergebnis einer bewussten Operation: Das Muster wird der Anordnung der Pléattchen
aufgeprdgt. Wenn ein fertiges 3x3-Muster vorgegeben wird, muss der Betrachter diese
Struktur in das Muster ,,hineinlesen, was kein rezeptiver, sondern ein produktiver Akt
ist. Wie wir weiter unten sehen werden, lauft derselbe produktive Prozess ab, wenn im
Sachrechnen eine reale Situation zu erfassen ist. Auch dabei werden mathematische
Strukturen in die Realitat ,,hineingelesen* oder ,,hineininterpretiert*.

Da mathematische Begriffe theoretischer Natur sind, findet die Anschauung bei der
Begrundung der Mathematik eine prinzipielle Grenze. Wenn man die Anschauung
daher als das einzige feste Fundament ansieht und die Kinder zu lange auf sie fixiert,
was gerade bei lernschwachen Kindern - in gutem Glauben - haufig geschieht, hilft
man ihnen langfristig nicht, sondern legt ihnen Steine in den Weg. Damit eine
Auseinandersetzung mit der wahren Mathematik in Gang kommen kann, miissen Kinder
schon in der Grundschule auf die theoretische Spur gesetzt werden. Die dabei
anfanglich auftretenden Schwierigkeiten liegen in der Natur der Sache. Lehrerinnen
und Lehrer durfen sich dadurch nicht abhalten lassen diesen Weg zu gehen, der im
wohlverstandenen Interesse der Kinder liegt. Kinder muissen sich notwendiger Weise in



die theoretische Natur der Mathematik einarbeiten, wenn sie Mathematik verstehen
wollen.

Die Forderung nach Strukturorientierung muss auch schon in der Grundschule eine
Hinfuhrung zum Gebrauch von Symbolen einschlieBen, denn die Benutzung von
Symbolen gehort zum Wesen der Mathematik. Indem diese Symbole aber eingefuhrt
und benutzt werden um mathematische Muster zu beschreiben, erhalten sie Bedeutung.
Sie sind keine Hieroglyphen mehr, zu deren Entzifferung der Schlussel fehlt.

Schlielich muss in diesem Zusammenhang noch darauf hingewiesen werden, dass es
falsch ist, Themenstellungen, die von Natur aus innermathematischer Natur sind, auf
Gedeih und Verderb in irgendwelche ,,Rahmenhandlungen® einzukleiden. Unter dem
Aspekt Strukturorientierung haben diese Themen ihre eigene Berechtigung. Die
Erfahrungen zeigen im ubrigen eindeutig, dass Kinder durch innermathematische
Themen voll motiviert werden konnen, wenn diese fur eine spielerische
Auseinandersetzung zugénglich sind.

Padagogische Moglichkeiten des neuen Mathematikbildes

»Die Zahlen und ich sind Partner.*
Thomas, 10 Jahre

Die mit der Auffassung von Mathematik als ,,Wissenschaft von (interaktiv
erschlieBbaren, fortsetzbaren und selbst erzeugbaren ) Mustern® verbundene Offnung
des Unterrichts vom Fach aus anstatt nur von der Unterrichtsorganisation und -
methodik aus fuhrt zur folgenden allgemeinen Orientierung des Mathematikunterrichts
auch in der Grundschule:

Innerhalb sinnvoller Rahmenthemen lassen sich vielfdltige Aufgaben zur
Erforschung innermathematischer und realer Muster formulieren. Diese Aufgaben
konnen von unterschiedlichen Voraussetzungen aus und auf verschiedenen Wegen
bearbeitet werden, sodass individueller Spielraum fiir Eigentdtigkeit besteht. Dabei
kann auch die mathematische Sprache wie jede andere Sprache innerhalb gewisser
Konventionen flexibel verwendet werden. Das Fach Mathematik ist daher von seinem
Wesen her fiir aktiv-entdeckendes Lernen und kreatives Gestalten genauso
zugdnglich wie jedes andere Fach. Auch die Motivation kann vom Fach aus erfolgen.
Extrinsische Motivationen durch spaflige Verkleidungen sind entbehrlich. In
beschrdnktem Rahmen haben sie natiirlich ihre Berechtigung.

Diese Orientierung ist inzwischen in einer Reihe von Grundschullehrpldnen mehr oder
weniger deutlich erkennbar. Der unter der Federfuhrung von Heinrich Winter
entwickelte Lehrplan des Bundeslandes Nordrhein-Westfalen von 1985, der z.Z.
konsequent fortgeschrieben wird, hat hier MaB3stabe gesetzt, insbesondere durch

* die Ausweisung allgemeiner Lernziele (Mathematisieren, kreativ tatig sein,

Argumentieren, Darstellen),
* die Etablierung des entdeckenden Lernens als oberstes Unterrichtsprinzip,
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* die Forderung nach Anwendungs- und Strukturorientierung mit expliziten
Verweisen auf arithmetische und geometrische Muster,
* die Forderung nach produktivem Uben.

Eine gute Ubersicht gibt Winter 1987. Das neue Bild von Mathematik und
Mathematiklernen hat sich aus gutem Grund in der Grundschule bereits weit verbreitet,
denn es erlaubt die padagogische Forderung nach Offenheit mit Inhalt zu fullen und
praktisch umzusetzen.

Angesichts der heutigen heterogenen Klassen ist eine padagogische Besonderheit dieses
Ansatzes von Uberragender Bedeutung: Die Beschdftigung mit Mustern ist immer auf
verschiedenen Niveaus moglich. Muster ermoglichen daher gemeinsame Lernangebote,
die von den Kindern nach ihren individuellen Moglichkeiten und Interessen
wahrgenommen werden konnen. Schwdchere Kinder konnen genauso aus dem
Unterricht heraus gefordert werden wie leistungsstarke Kinder (natiirliche
Differenzierung). Alle Kinder kommen zu ihrem Recht und auf ihre Kosten.

Den Lehrerinnen und Lehrer eroffnen sich auf ihrer Ebene analoge Moglichkeiten fur
differenzierte Zugange: Auch sie konnen die neuen Unterrichtsangebote nach den
eigenen Voraussetzungen und Interessen wahrnehmen und sich im Laufe der Zeit
intensiver einarbeiten. Wie die Erfahrungen zeigen muss dabei oft erst eine gewisse
Scheu vor dem ,,Neuen® iiberwunden und Vertrauen in die eigene Leistungsfahigkeit
entwickelt werden. Wenn die Bereitschaft zur Veranderung mitgebracht wird, ist der
Erfolg garantiert.

Als Demonstration der padagogischen Moglichkeiten des neuen Mathematikbildes
betrachten wir im Folgenden typische Beispiele.

Rechenwege am Beispiel ,,Zehneriibergang “

Was fur das Distributivgesetz gesagt wurde, gilt fur Rechengesetze allgemein: Diese
Gesetze sind grundlegende Muster, die nicht starr sind, sondern beim Rechnen einen
weiten Spielraum lassen, den kreativ zu nutzen zum Wesen der Mathematik gehort.
Wenn dieser Spielraum durch methodische Vorschriften eingeengt wird, von denen es
die traditionelle Didaktik geradezu wimmelt, wird die Mathematik verfalscht.

Als typisches Beispiel fur eine Verfalschung betrachten wir eine ,,heilige Kuh* des
traditionellen Rechenunterrichts, den sogenannten Zehnerubergang im 1. Schuljahr.
Dieses Verfahren verlangt zur Berechnung einer ,,die Schwelle 10 tiberschreitenden
Summe zweier einstelliger Zahlen den zweiten Summanden so zu zerlegen, dass ,,der*
Zehner (zwei Funfer nebeneinander) voll gemacht wird. Dabei gelangt das
Assoziativgesetz der Addition zur Anwendung.

Beispiel: 8 +6=8+2+4)=8+2)+4=10+4=14.

Am Zwanzigerfeld lasst sich dies gut demonstrieren (Abb. 1).

0000000000
Q0000 0OOOOO

Abb. 1
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Gegen diese Rechnung ist iitberhaupt nichts einzuwenden. Fachlich falsch ist es aber,
dieses Verfahren als Standardverfahren vorzuschreiben und andere Rechenwege
auszuschlieen. Das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz der Addition lassen ja
auch noch ganz andere Zehnerubergange (Plural!) zu.

Beispiele:

8+6=05+3)+5+1D)=06+5+@B+1)=10+4=14.

Hier wird auf andere Weise ebenfalls ein Zehner (zwei Funfer untereinander)
vollgemacht, wie man an der Darstellung am Zwanzigerfeld sieht (Abb. 2).

00000000 O
Q000000000

Abb. 2

Unter Benutzung operativer Beziehungen sind auch noch ganz andere Losungen der
Aufgabe 8 + 6 moglich, z.B.

8+6=14,weill 8§+ 6=7+7

8+6=15,weil 6 +6=12.

Diese Strategien werden von Kindern benutzt, die die Verdopplungsaufgaben bereits
sicher beherrschen.

Fur das Verstandnis nicht nur des Einspluseins, sondern der halbschriftlichen Addition
ganz generell ist es fundamental wichtig zu beachten, dass in der Arithmetik die
Rechengesetze festgelegt sind, nicht aber die Rechenwege. Auf der geschickten
Nutzung der Rechengesetze je nach Aufgabe beruht das halbschriftliche Rechnen und
spater in der Sekundarstufe die Algebra. Kinder muissen von Anfang lernen, mit den
Rechengesetzen zu ,,spielen®. Dass Kinder diesen Spielraum unterschiedlich nutzen und
dass es einzelne Kinder gibt, die ein einziges Verfahren favorisieren, ist kein Grund,
,»den* Zehnerubergang fur alle verbindlich vorzuschreiben.

Grenzen der Anschauung am Beispiel Subtraktion im Hunderter

Fur die halbschriftliche Subtraktion im 2. Schuljahr gibt es eine Reihe von
Rechenwegen, die wieder auf einen unterschiedlichen Nutzung der Rechengesetze
beruhen (Abb. 3)

62 -28=34 62 -28=34 62-28=34 62-28=34 62-28=34
62-20=42 62— 8=54 60 -20=40 62-30+2= 34|28+ 2=30
42 — 8=34 54 -20=34 2— 8=-6 Vereinfachen 30+32=62

Erst Zehner Erst Einer weg, 40— 6=34 2+32=34
weg, dann Einer | dann Zehner Zehner minus Ergénzen von
weg weg Zehner, Einer 28 bis 62

minus Einer

Abb. 3
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Alle Rechenwege mit Ausnahme des dritten lassen sich durch geeignetes
»Anschauungsmaterial® unterstiitzen. Der Rechenweg ,, Zehner minus Zehner, Einer
minus Einer® ist ,unanschaulich®“ und wird daher im traditionellen Unterricht
vermieden oder gar verboten. Ersatzweise werden die Kinder manchmal angehalten 50
— 20 und 12 — 8 zu rechnen, was ein durchaus sinnvoller weiterer Rechenweg ist. Die
empirischen Daten zeigen aber deutlich, dass die Kinder in traditionell gefihrten
Klassen den Weg ,,Zehner minus Zehner, Einer minus Einer* nichtsdestoweniger
nutzen, so wie sie den analogen Weg ,,Zehner plus Zehner, Einer plus Einer” bei der
Addition nutzen. Da sie sich der Besonderheit dieser Strategie bei der Subtraktion nicht
bewusst sind, machen sie dabei leicht Fehler. Im Falle der Aufgabe 68 — 22 = 46
entstehen keine Probleme, denn 60 — 20 = 40 und 8 — 2 = 6. Bei der Aufgabe 62 — 28
rechnen viele Kinder aber spontan ebenfalls 60 — 20 =40 und 8 — 2 = 6, sie machen die
Aufgabe sozusagen ,,passend®, und gelangen zur falschen Losung 46.

Es gibt daher zwei gute Grunde, auch diesen Rechenweg als einen unter anderen im
Unterricht zu thematisieren:

1. Die Probleme bei der Nutzung dieses Weges mussen besprochen werden, damit die
Kinder ihn entweder bewusst anwenden oder ihn, wenn sie noch unsicher sind,
wenigstens vermeiden.

2. Was noch viel wichtiger ist: An diesem Rechenweg kann der theoretische Charakter
mathematischer Begriffe in folgender Weise exemplarisch verdeutlicht werden. Wenn
z. B. von 62 die Zahl 28 wegzunehmen ist, kann dies so geschehen, dass von 60 die Zahl
20 weggenommen wird (Ergebnis 40). Es mussen dann noch 8 Einer genommen
werden. Man nimmt zunéchst alle vorhandenen Einer, das sind 2, weg und muss dann
noch 6 Einer wegnehmen. Dies wird in der Form 2 — 8 = — 6 notiert. Das Zeichen ,,— 6%
ist eine Merkhilfe dafur, dass noch 6 Einer wegzunehmen sind, die natiirlich dann von
den verbliebenen 4 Zehnern wegzunehmen sind: 40 — 6 = 34. Auf dieser Stufe ist ,,— 6%
wohl eine Vorform einer negativen Zahl, aber noch nicht wirklich eine negative Zahl.

Es wird hier in ganz markanter Weise deutlich, dass durch Zahlen und mathematische
Gleichungen Ergebnisse von Handlungen und Beziehungen zwischen Gegenstdinden
beschrieben werden, nicht die Gegenstande selbst, auch wenn die Handlungen vielfach
noch an konkretem Material ausgefuhrt werden. Die Gleichungen sind auch nicht
symbolische Beschreibungen von Bildern, was sich ja schon bei der Subtraktion selbst
zeigt, deren bildliche Darstellungen samt und sonders problematisch sind, wie in der
Didaktik wohlbekannt ist. Bei der Strategie ,,Zehner minus Zehner, Einer minus Einer*
wird der Bereich der Anschauung klar verlassen. Das ist aber gerade kein Nachteil,
sondern ein Vorteil. Wie wichtig es langfristig gesehen ist, die theoretische Spur
fruhzeitig aufzunehmen, macht der als Botschaft an die Didaktiker verstandene Eintrag
des niederlandischen Informatikers Sybe van der Meulen in das Vortragsbuch des
Dortmunder Mathematikdidaktischen Kolloquiums vom Jahre 1977 (Abb. 4) deutlich.
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Abb. 4

Am Rande sei erwihnt, dass auch die Ruckkehr zum Abziehverfahren der schriftlichen
Subtraktion von Standpunkt der Mathematik aus auf einem falschen Festhalten an der
Anschauung beruht. Der mathematischen Entwicklung der Kinder ist langfristig durch
das viel elegantere Erganzungsverfahren weitaus besser gedient, da dieses voll der
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theoretischen Natur der Zahlen entspricht. Die Subtraktion in der Form des
anschaulichen Wegnehmens von Plattchen verliert bei der Subtraktion im Bereich der
negativen Zahlen vollig ihren Sinn, in der Form des Erganzens ist sie muhelos auf
negative Zahlen fortsetzbar. Im Rahmen dieses Beitrags kann auf diese Frage aber nicht
weiter eingegangen werden.

Produktion von Losungswegen

Als Beispiel fur einen spielerischen Umgang mit arithmetischen Mustern betrachten wir
das Ubungsformat ,,Rechendreiecke (Abb. 5).

Abb. 5

In die drei inneren und die drei duBleren Felder werden Zahlen eingetragen (innen
anfangs in Form von Plittchen). Die einfache Regel lautet: Jede dullere Zahl ist die
Summe der angrenzenden inneren Felder.

Rechendreicke erlauben vielfaltige Aufgabenstellungen: Wenn die drei inneren Zahlen
vorgegeben werden, konnen die duBleren Zahlen durch Addition ermittelt werden. Wenn
ein oder zwei innere und zwei oder eine duflere Zahl vorgegeben sind, werden die
restlichen Zahlen durch Addition und Subtraktion ermittelt. Besonders herausfordernd
ist es, wenn die drei auBeren Zahlen vorgegeben sind, da dann keine unmittelbare
Berechnung der inneren Zahlen moglich ist. Aber die Kinder konnen probieren. Der
folgende Erfahrungsbericht zeigt, wie Larissa im 1. Schuljahr das Rechendreieck in
Abb. 6 ,,geknackt hat:

10

Abb. 6
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Larissa schaute sich die Aufgabe eine Zeitlang ruhig an. Offensichtlich ,,rutschten
alle ihre Uberlegungen an den Zahlen zundichst ab. Dann griff sie zu Pléttchen und
legte links unten 5, rechts unten 5. Sie tiberlegte kurz, legte dann einige Pldttchen ins
obere Feld und ergdnzte sie schrittweise bis 7. Offenbar musste sie sich erst klar
machen, dass 5 + 7 = 12 ist. Ihre Augen wandten sich dann der linken Seite des
Rechendreiecks zu und stockten: 5 + 7 passte nicht zu 8. Larissa iiberlegte wieder
eine Zeitlang und schob schlieflich ein Pldttchen von links unten nach rechts unten.
Sie tiberlegte wieder und entfernte dann ein Pldttchen aus dem oberen Feld. Nach
einer weiteren lingeren Uberlegung schob sie ein weiteres Pldttchen von links unten
nach rechts unten (sodass links unten jetzt 3, rechts unten 7 Pldttchen lagen). Sie
iiberlegte wieder und entfernte dann ein weiteres Pldttchen aus dem oberen Feld
(jetzt 5 Pldttchen). Ein Blick nach links zeigte 5 + 3 = 8. Gelost! Larissa ballte zur
Bestdtigung ihrer Leistung ihre Faust.

Der gesamte Losungsprozess dauerte etwa vier Minuten. Das ist fur ein Kind im ersten
Schuljahr eine lange Zeit. Es ist davon auszugehen, dass Larissa in dieser Zeit nicht nur
viel uiberlegt, sondern probeweise viele Rechnungen ausgefuhrt hat. Auch wenn sie in
vier Minuten nur eine einzige Rechendreiecks-Aufgabe gerechnet hat, hat sie intensiv
das Einspluseins geiibt (immanentes Uben). Larissa wurde dariiber hinaus darin
bestdtigt, dass man nicht gleich aufgeben muss, wenn man eine Aufgabe nicht gleich
kann, sondern dass man sich die Losung erarbeiten kann.

Fortsetzung und Reparatur arithmetischer Muster

Ein typisches Beispiel hierfur entnehmen wir der ausfuhrlichen Studie von Anna
Susanne Steinweg zur Entwicklung des Zahlenmusterverstindnisses bei Kindern
(Steinweg 2000, S. 240). Kindern des 3. Schuljahrs wurden Rechnungen mit
Umkehrzahlen vorgelegt (Abb. 7). Die Ergebnisse wurden vorgegeben, da die
Interviews nicht durch falsche Ergebnisse beeintrachtigt werden sollten. (Im Unterricht
wurde man die Ergebnisse selbstverstandlich zuerst berechnen lassen.) Die Kinder
wurden aufgefordert zu berichten, was ihnen auffallt.

957 846 524 694
- 759 — 648 —-325 —496

198 198 199 198
Abb. 7

Abb. 8 zeigt einen Ausschnitt aus einem Interview (S steht fur Schuler, I fur
Interviewerin).

S Da ist die 9 am Anfang, da ist die 9 am Ende. Die 5 ist in der Mitte, die 5 ist
auch in der Mitte. Da ist die 7 am Anfang und da, da ist sie am Ende.

I Mhm, bei den anderen auch?

S Da ist die 8 am Anfang, da ist die 8 am Ende. Da ist die 6 am Ende, da ist die 6
am Anfang. Und die 4 ist in der Mitte.

I Die bleibt, ne?

S Ja. Die 5 ist am Schluss und sie ist am Anfang ... (Iachelt) ... die ist falsch!
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I Ja, konnen wir die denn reparieren, konnen wir sie richtig machen? Welche
Zahl miissen wir dndern?

S Die4.

I Was muss denn die 4 sein fiir eine Zahl?
S Die 3.

Abb. 8

Die verbesserte Aufgabe 524 — 325 hat das Ergebnis 99, also ein anderes Ergebnis als
198. Andere Kinder verbesserten die dritte Aufgabe so, dass das Ergebnis 198 entstand,
z.B. zu 524 — 326 = 198. Dies ist nicht etwa als ,,falsch* zu werten, sondern zeigt nur,
dass Muster unterschiedlich gesehen werden konnen. Zu einer Reihe vorgegebener
Rechnungen gibt es grundsatzlich nicht das passende Muster, obwohl es in den meisten
Féllen naheliegt, ein bestimmtes Muster zu wiahlen.

Wie auch immer ein Muster festgelegt wird, es ist eine schone Aufgabe fur die Kinder,
weitere Aufgaben zu finden, die zu diesem Muster passen (,,offenes* Uben).

Erfindung von Mustern

Ubungsformate konnen auch als Formulare angesehen werden, die frei zu gestalten
sind. Dabei konnen die Kinder ihren eigenen Vorstellungen folgen. Schone Beispiele
mit ,,Zahlenmauern® aus der Mitte des 1. Schuljahrs haben Elmar Hengartner und
Elisabeth Hubacher zusammengetragen (Hengartner/Hubacher 1999). Abb. 9 zeigt die
Zahlenmauern von Shelly, die sich mit einer Mauer mutig uber 20 hinaus wagt.
Silvana (Abb. 10) verfolgt konsequent ein bestimmtes Muster, das eine gute
Vorbereitung auf das Einmaleins ist.

10 01.
Il i,

Abb. 9
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Abb. 11 zeigt die Zahlenmauern von Guido, uiber den die Autoren folgendes schreiben
(Hengartner/Hubacher 1999, S. 71):

Guido war der schnellste Schiiler der Klasse. Seine Zahlenmauern verraten eine
grofie Experimentierlust. Souverdn rechnete er mit Einern, gemischten Zehner-,
Hunderter- und Tausenderzahlen. Seine Mauern weisen auf ein ausgebildetes
Verstdndnis fiir die dekadischen Strukturen im Zahlaufbau und dokumentieren eine
erstaunliche Fdhigkeit des halbschriftlichen Addierens.
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Es wird an diesem Beispiel deutlich, wie Kinder mit unterschiedlichen Voraussetzungen
an einer gemeinsamen Aufgabe arbeiten konnen (naturliche Differenzierung). Das
Ubungsformat ,,Zahlenmauern® bietet ihnen einerseits eine Begrenzung und eine
gemeinsame Bezugsbasis fur den sozialen Austausch. Gleichzeitig lasst es ihnen aber
einen groBen Spielraum. Leistungsstarke Kinder konnen sich mathematisch voll
ausleben, ohne andere Kinder ,,zuzudecken®.

Erzeugung von Aufgaben

Dass Muster den Kindern (und den Lehrerinnen und Lehrern) einen Rahmen bieten sich
selbst (ohne Kopiervorlagen!) beliebig viele Aufgaben zu stellen und dabei bestimmten
Fragestellungen nachzugehen, zeigt das folgende Beispiel aus dem 3./4. Schuljahr
(Wittmann/Miller 1992, 36-37).

Zur Verfugung stehen Karten fur die neun Ziffern 1, ...., 9. Die Kinder sollen daraus
drei dreistellige Zahlen bilden und die Ergebnisse berechnen. Fragen: Welche
Ergebnisse sind moglich? Welches ist die gro3te Zahl, die man erreichen kann, welches
die kleinste? Kann man 700, 800, 900, 1000, 1100, usw. erreichen?

Die Anordnung der neun Ziffern in einem 3x3-Schema ist als Handlungsfeld anzusehen,
auf dem die Kinder nach Herzenslust operieren konnen. Abb. 12 zeigt einige Aufgaben.

416 415 415 514 514 512

752 762 862 862 863 863
+389 +389 +379 +379 +279 +479
1557 1566 1656 1755 1656 1854
Abb. 12

Dabei konnen sie (aber mussen nicht!) entdecken und ausnutzen, wie sich ein Ergebnis
andert, wenn Ziffernkarten ausgetauscht werden. Wenn z.B. eine Ziffer der Einerspalte
mit einer groeren (kleineren) Ziffer der Einerspalte vertauscht wird, wird das Ergebnis
kleiner (bzw. groBer). Genauer: Wenn der Unterschied zwischen den Ziffern 1 betragt,
andert sich das Ergebnis um 9, wenn er 2 betragt, um 18, usw. Die Kinder finden fur
das Ergebnis 900 Losungen (sogar viele verschiedene), fur 800 und 1000 aber keine.
Nur 801 und 999 sind erreichbar. Einige Kinder werden vielleicht entdecken, dass
erreichbare Zahlen immer im Neunerabstand aufeinanderfolgen. Diese Beziehung liefert
auch eine sehr gute Selbstkontrolle (s. dazu weiter unten).

Auch diese Aufgabe ermoglicht eine naturliche Differenzierung: Schwache Kinder, die
langsam rechnen und den bestehenden Spielraum nur wenig nutzen, itben genauso die
schriftliche Addition wie starke Kinder, die vielleicht sogar Argumente dafur beibringen
konnen, warum die moglichen Ergebnisse im Neunerabstand aufeinanderfolgen. (Wenn
man sich uberlegt hat, dass die Vertauschung von Ziffern immer ein Vielfaches von 9
bewirkt und ausnutzt, dass z.B. 459 + 168 + 192 = 900 eine Neunerzahl liefert, hat man
den Beweis schon.)

Wie oben schon betont, besteht auch fur Lehrerinnen und Lehrer keinerlei Zwang diese
Aufgabe voll auszureizen. Auch fur sie ist die Aufgabe ein Angebot, von dem sie selbst
entscheiden konnen, inwieweit sie es annehmen wollen und wie weit sie damit im
Unterricht mit den Kindern gehen wollen.
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Echte Selbstkontrolle

Im traditionellen Unterricht haben sich Formen der Ergebniskontrolle (Prufziffern,
Prufworter, Losungsschlussel, usw.) eingeburgert, die falschlicherweise als
,.Selbstkontrolle deklariert werden, obwohl es sich tatsachlich um Fremdkontrolle
handelt, wie bereits Wilhelm Oehl klargestellt hat (Oehl 1962, 33-34):

[Wir miissen] zwischen Fremdkontrolle und Selbstkontrolle unterscheiden. Sagt der
Lehrer dem Schiiler: ,,Diese Aufgabe ist falsch", so handelt es sich einwandfrei um
Fremdkontrolle. Aber auch in allen andern Fdllen, in denen irgendein Hilfsmittel,
etwa ein Ergebnisheft oder eine Priifzahl ... dem Schiiler sagt: , Diese Aufgabe ist
falsch", haben wir es mit Fremdkontrolle zu tun. Das richtige Ergebnis (im
Ergebnisheft) oder die Priifzahl sind von einem , Fremden" gegeben worden.
Handelt es sich um eine Aufgabe aus dem praktischen Leben oder irgendeine
Aufgabe, die auflerhalb des Rechenbuchs gestellt wurde, so entfallen solche Hilfen,
der Schiiler muf; jetzt durch eigenes Nachdenken, durch eigenes Anwenden
mathematischer Hilfsmittel die Entscheidung treffen: falsch oder richtig.
Selbstkontrolle ist immer Individualkontrolle ohne jede fremde Hilfe. Die echte
Selbstkontrolle muf3 auf jede Aufgabe in gleicher Weise anwendbar sein und nicht
nur auf die Aufgaben des Rechenbuches. Diese begriffliche Klarstellung ist
notwendig, weil sich in den zuriickliegenden Jahren Kontrollmethoden in unsern
Schulen unter dem anspruchsvollen Etikett , Selbstkontrolle" (Priifzahlen)
eingebiirgert haben, die in Wirklichkeit Fremdkontrollen sind. ... Die Selbstkontrolle
verlangt von ihrem Begriff her eine erhohte geistige Urteilskraft. Ich soll
mathematische Beziehungen kontrollieren, d. h. doch, ich soll von einem
libergeordneten Standpunkt aus, kraft meiner Einsicht in die Zusammenhdnge, ein
gliltiges Urteil iiber richtig oder falsch abgeben. Jeder Kontrolle muf3 ein Denkakt
zugrunde liegen, der die Kontrollmafinahmen auslost.

Mathematische Muster, die Zusammenhinge herstellen, ermoglichen eine mathematisch
und padagogisch sinnvolle Form der Selbstkontrolle: Ergebnisse, die nicht passen,
erwecken den Verdacht falsch zu sein (vgl. die Neunerzahlen bei dem vorhergehenden
Beispiel). Als typisches Beispiel betrachten wir eine Ubungsform fur die
halbschriftliche Subtraktion im 2. Schuljahr etwas genauer: Differenzen von
Umkehrzahlen (Wittmann/Miller 1990, S. 96-98, Wittmann/Miller u.a. 2000, S. 40-
41).

An die Tafel werden Aufgaben geschrieben wie

81-18= |65-56= 52-25= 61-16=

Aufgabe der Kinder ist es zuniachst das Bildungsgesetz dieser Aufgaben zu erkennen,
wozu evtl. noch weitere Aufgaben vorgegeben werden miissen. Wenn das Gesetz
erkannt und besprochen ist, konnen die Kinder selbst Aufgaben bilden und ausrechnen.
Die Ergebnisse werden anschliefend verglichen und geordnet. Da nur Vielfache von 9
als Ergebnisse moglich sind, konnen falsche Rechnungen erkannt und korrigiert werden
(von dem seltenen Fall abgesehen, dass trotz falscher Rechnung ein richtiges Ergebnis
herauskommt). Der Beweis fur dieses Muster ldsst sich mit der Strategie ,,Zehner minus
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Zehner, Einer minus Einer muhelos erbringen, wie aus folgenden Rechenbeispielen in
Abb. 13 ersichtlich ist:

81-18=70-7=63=79 |53-35=20-2=18=29 [64-46=20-2=18=29
80-10="70 50-30=20 60 —40 =20

1- 8=-7 3-5=-2 4—-6=-2

Abb. 13

Man erkennt an den Zwischenrechnungen, dass das Ergebnis gleich der Differenz der
Ziffern mal 9 ist. Im Nebensatz sei angemerkt, dass es gerade der theoretische
Charakter der Rechenstrategie ,,Zehner minus Zehner, Einer minus Einer* ist, der
Beweise ermoglicht.

Geometrische Muster

Auch die Geometrie der Grundschule weist eine grofle Vielfalt von Mustern auf, die fur
einen experimentellen Zugang genutzt werden konnen. Als Beispiele seien genannt:
e Herstellung der Platonischen Korper im 4. Schuljahr mit der Zeichenuhr
(Winter 1986, nach einer Idee von Rudolf Keller)
* Erforschung der Spiegelsymmetrie mit Spiegelkarten (Spiegel 1996,
Miller/Wittmann 1997)
e Herstellung von Origami-Formen (Wollring 2002)

Sachrechnen als Modellbilden

Die neuen Ansitze zum Sachrechen passen in ganz besonderer Weise zu dem Konzept
,Muster. Heinrich Winter hat in einer Reihe von grundlegenden Beitrigen die
Bedeutung des Modellbildens fur das Sachrechnen herausgearbeitet (vgl. z.B. Winter
1985, 1994) und viele substanzielle Beispiele fur die ErschlieBung realer Situationen
entwickelt, von denen eines schoner ist als das andere (Winter 1985), z.B. ,,Wie lange
noch bis Heiligabend?*, ,,Erste Zahne — zweite Zahne*, ,,Schuhe vom Versandhaus®,
,»Wiegen ohne Waage®, ,,Jumbo Jet“. Das Besondere an diesen Beispielen ist, dass
dabei der Modellbildungsprozess voll durchlaufen wird: Es miuissen Fragen gestellt,
Daten beschafft, die Daten in einem Modell verbunden werden, im Modell sind
Folgerungen zu ziehen, und die Ergebnisse muissen am Schluss interpretiert werden.
Winter sieht Modelle als Konstrukte zwischen lebensweltlichen Situationen und der
Mathematik. Bei einem Modellbildungsprozess miissen im Kopf des Modellbildners
anwendungsfahige mathematische Muster bereits vorhanden sein, aus denen ein
passendes Modell ausgewahlt oder zusammengesetzt werden kann. Diese Sichtweise
erfordert wie schon im zweiten Abschnitt erwdhnt eine Trennung zwischen Mathematik
und Welt: Anwendungsorientierung setzt Strukturorientierung voraus (und umgekehrt
naturlich auch). Durch die Strukturorientierung wird sozusagen ein Vorrat moglicher
Modelle bereit gestellt, auf den bei der UmwelterschlieBung zuruckgegriffen werden
kann.

Um traditionelle Formen von Sachaufgaben zu uberwinden, bei denen ,der
Aufgabentext bereits derartig windschnittig auf eine bestimmte rechnerische Prozedur
zugeschnitten ist, dass eine Auseinandersetzung mit der Sache kaum notwendig
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erscheint® (Winter 1994, S. 10), wurden im letzten Jahrzehnt in der Mathematikdidaktik
verschiedene Wege eingeschlagen:

* FEinflechtung von Aufgaben in Sachtexte (Erichson 1991). Das Buch ,,Von
Lichtjahren, Pyramiden und einem regen Wurm* (Erichson 1990) war in dieser
Richtung stilbildend.

* Anregung von Kindern Sachaufgaben selbst zu entwickeln und zu formulieren
(Droge 1991)

* Einbeziehung lebensweltlicher Situationen in das Sachrechnen (vgl. z.B. Franke
1995/1996)

* Ablosung fester Losungsschemata durch flexible Losungsstrategien und freiere
Formen der Aufgabenbearbeitung (Muller 1995)

* Herausforderung der Kinder durch ausgesprochen anspruchsvolle Textaufgaben im
realem und spielerischen Kontext, die im Unterricht nicht vorbereitet worden sind
(Rasch 2002).

Es ist zu erwarten, dass in den kommenden Jahren verstarkt das Internet genutzt wird,
um die Authentizitat und Aktualitat der Daten und Aufgaben weiter zu verstarken.

Schlusswort

Im Mathematikunterricht der allgemein bildenden Schule generell und in der
Grundschule ganz besonders geht nicht um die Mathematik an sich, sondern um
Mathematik im padagogischen Kontext. Von dieser Position aus sollen Lehrerinnen und
Lehrer der Grundschule durch diesen Beitrag angeregt werden, ihren
Mathematikunterricht als ,,Allrounder, nicht als ,,mathematische Spezialisten*
weiterzuentwickeln, so wie es in anderen Fachern schon weitgehend getan haben.

Um diese padagogische Position bewusst zu starken und den Blick noch mehr zu weiten
erscheint es abschliefend passend, einen der grofiten zeitgenossischen Mathematiker zu
Wort kommen zu lassen: Enrico Bombieri, geb. 1946, der bereits im Alter von 28
Jahren mit der Fields-Medaille ausgezeichnet wurde (die als eine Art Nobelpreis fur
Mathematik alle vier Jahre verliehen wird). Bombieri beschlieB3t seine Antwort auf die
Frage eines Kindes ,,Warum ist 1+1=27* wie folgt (Stickel 2002, S. 194):

,, Viele Menschen mogen es nicht, wenn etwas so streng ist, wie dieser kleine Beweis
[fur 1+1=2]. Andere dagegen spricht das logische Denken sofort an. Wenn du zu
ihnen gehorst, dann suche dir gute Biicher aus, die vor allem Spaf3 machen und dich
anspornen, noch mehr wissen zu wollen — mehr, als warum 1+1=2 ist. Denn die
Mathematik ist so vielfdltig wie ein Garten mit unzdhligen Blumen und Pflanzen.
Doch vergiss nie: So schon diese Wissenschaft auch ist, sie ist nicht alles. Es gibt
wichtigere Dinge auf der Welt, zu allererst die Menschlichkeit; ich selbst bin Vater
einer behinderten Tochter. Sie ist zwar taub und geistig zuriickgeblieben, aber ein
wunderbares Wesen. Von ihr habe ich mehr iiber das Leben gelernt als von allen
mathematischen Theorien zusammen, die ich seit meiner Kindheit studiere. Meine
Tochter ist das Beste, was mir in meinem Leben passieren konnte.
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