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Das Gleiche ldsst uns in Ruhe, aber der Widerspruch ist es, der uns produktiv macht.
(J. W.von GOETHE)

Alles, was sich entwickelt hat und entwickelt, kann man am besten verstehen, wenn man seiner Genese folgt.
Dieses genetische Prinzip, das der Entwicklung mathematischer Begriffe im Projekt ,mathe 2000” zugrunde liegt,
ist auch hilfreich um zu erkldren, worin das Projekt selbst besteht. ,mathe 2000" ist bei seiner Griindung keines-
wegs aus dem Nichts entstanden, sondern baute auf Erfahrungen und Zielvorstellungen auf, die weit zuriick-
reichen. Anlasslich des 25-jahrigen Jubildums erscheint es angebracht, die zugrundeliegenden Motive und
Grundsatzentscheidungen offenzulegen und auch die Personen zu benennen, denen entscheidende Anregun-
gen zu verdanken sind. Dies soll in diesem abschlief}enden Beitrag aus der personlichen Sicht eines Projekt-
mitbegriinders erfolgen. Bei dieser Bilanz miissen auch die Widerstédnde angesprochen werden, die sich aus
dem Bemiihen um eine fruchtbare Verbindung von Wissenschaft und Praxis ergeben. Diese Problematik betrifft
die didaktische Entwicklungsforschung in allen Fachern. Insofern sind die Erfahrungen im Projekt ,mathe 2000”
nicht nur auf die Mathematik beschrankt, sondern typisch.

Die Wurzeln des Projekts

In den 1950er-Jahren, in denen Gerhard Miiller und ich das Gymnasium besucht haben, war der Mathematikun-
terricht inhaltlich noch ganz von der klassischen Mathematik gepradgt. Unsere Schulbiicher enthielten keines-
wegs nur Routine-Aufgaben, sondern boten auch viele herausfordernde Konstruktions- und Beweisaufgaben, an
denen wir unsere geistigen Krafte schulen konnten. Wir nutzten diese Moglichkeiten, besonders angeregt durch
unsere Mathematiklehrer Dieter Heckmann bzw. Andreas Geier. Als wir Anfang der 1960er-Jahre an den Universi-
taten Heidelberg bzw. Erlangen das Studium der Mathematik und Physik fiir das Lehramt an Gymnasien aufnah-
men, Gerhard Mller zusatzlich auch noch das Studium der Chemie, flihlten wir uns gut vorbereitet. Dazu trug
auch der Umstand bei, dass an den Universitdten die moderne Strukturmathematik noch nicht voll Fufl gefasst
hatte, die in einer unter dem Pseudonym Nicolas Bourbaki veroffentlichten mathematischen Reihe ihren Aus-
druck fand. Als wir im Hauptstudium abstraktere Darstellungen mathematischer Theorien kennenlernten, hatten
wir daflir eine gute inhaltliche Grundlage.

Beide machten wir in unserem Studium die Erfahrung, dass die selbststéandige Auseinandersetzung mit Auf-
gaben die beste Methode ist, um einen Stoff zu verstehen. Ich hatte dazu eine pragende Schliisselerfahrung:
Nach einer Vorlesung tiber Algebra musste ich mich einer miindlichen Priifung fiir ein Stipendium unterziehen.
Der Dozent stellte mir eine Reihe von Fragen, die ich schnell und prazise beantworten konnte, sodass ich diese
Priifung mihelos bestand. In den nachfolgenden Semesterferien hatte ich Zeit und beschloss zusatzlich zur
Nacharbeitung der Vorlesung auch noch das Buch ,Algebra |” von Bartel L. van der Waerden (vgl. 1960) zu stu-
dieren, das uns der Dozent empfohlen hatte - ein Schliisselwerk der modernen Mathematik, wie sich spater
herausstellte. Ich hatte keine Schwierigkeiten den Text zu lesen. Da mir alles so klar erschien, verzichtete ich
darauf, auch die Aufgaben zu I6sen, die den einzelnen Kapiteln nachgestellt waren. Da ich das Buch aber sehr
schnell durchgelesen hatte, dachte ich, ich kdnne sozusagen im Vorbeigehen noch die eine oder andere Aufgabe
bearbeiten. Zu meinem allergrofiten Erstaunen konnte ich aber keine einzige Aufgabe auf Anhieb I6sen. Das
gab mir sehr zu denken. Mein Priifungserfolg war offenbar triigerisch. Als ich in mehreren Wochen mit einiger
Anstrengung schliefilich alle Aufgaben geldst hatte, war mir bewusst, dass mein Verstandnis von Algebra nach
der Rezeption einer Vorlesung und eines Textes nur sehr oberflachlich gewesen war.
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Wichtig fur das Verstandnis von Grundprinzipien des Lehrens und Lernens war auch eine ernilichternde Erfah-
rung in einer Analysisvorlesung eines jungen Mathematikers, der den neuen Bourbaki-Stil verkorperte. Ich hatte
die Analysis im traditionellen Stil schon bei einem alteren Mathematiker gehért und wollte mich jetzt mit einer
modernen Darstellung vertraut machen. Uber weite Strecken konnte ich gut folgen. Véllig neu fiir mich waren
aber alternierende Differentialformen. Sie wurden formal als Abbildung einer geordneten Indexmenge in einen
Ring von Funktionen definiert. In diesem Teil der Vorlesung verstand ich buchstéblich nichts und konnte auch
keine Ubungsaufgaben I6sen. Da ich aber unbedingt verstehen wollte, was es mit alternierenden Differential-
formen auf sich hat, orientierte ich mich anderweitig. In der ,Differential- und Integralrechnung” von Wilhelm
Maak (vgl. 1960, S. 238 ff.) wurden alternierende Differentialformen nicht nur auf der Grundlage mathematischer
Kenntnisse erklart, Uber die ich verfiigte, sondern es wurden auch noch Anwendungen auf Differentialoperato-
ren der Physik gegeben. Das war eine grofse Hilfe fiir das Verstandnis der Maxwellschen Gleichungen in einer
spateren Vorlesung Uiber Elektrodynamik.

Aufgrund ahnlicher weiterer Lernerfahrungen verdichtete sich bei mir die Auffassung, dass fiir erfolgreiches
Lernen von Mathematik die aktive Auseinandersetzung mit Problemen in sinnvollen Zusammenhangen von aus-
schlaggebender Bedeutung ist. Ich hatte am eigenen Leibe erfahren, dass dieser Zugang aber nur mdglich ist,
wenn die Lernangebote an das Vorwissen anschlieBen. Meinen spateren Unterricht als Lehrer so zu organisie-
ren, dass keine Briiche entstehen, die notwendig zu Misserfolgen fiihren, wurde fiir mich in frihen Jahren zu
einer Art didaktischer Mission.

In meiner zweiten Ausbildungsphase am Dientzenhofer-Gymnasium in Bamberg wurde ich in dieser Orien-
tierung von zwei Seiten her weiter bestarkt. Mein hochgeschatzter Mathematik-Fachleiter Otto Schropp wies
mich auf das Bandchen ,Schule des Denkens. Vom Lésen mathematischer Aufgaben” von Georg Polya (vgl. 1949)
hin. Polya, der als einer der kreativsten Mathematiker des 20. Jahrhunderts gilt, vercffentlichte spater weitere
Biicher, in denen er die Kunst des Aufgabenlésens (Heuristik) zur Blite brachte (vgl. POLYA 1963a, 1963b, 1966,
1969). Diese Biicher habe ich verschlungen. Sie zeigten die Mathematik von einer Seite, die im Studium nicht
angemessen zur Geltung gekommen war.

Ein merkwiirdiger Zufall fihrte mich bei der Reflexion meiner Unterrichtsversuche auf das Buch eines Psycho-
logen. Schon seit meiner Schulzeit hatte ich mich gefragt, wie es kommt, dass sich manche Schiilerinnen und
Schiiler leichter tun als andere. Die gangige Erkldrung war, dass die einen eben ,intelligenter” seien als andere.
Von dem Buch ,Psychologie der Intelligenz” eines gewissen Jean Piaget (vgl. 1947) versprach ich mir Aufkla-
rung. Ich habe mich Uber den Titel eines Buches selten so getduscht wie liber den Titel dieses Buches. Piaget,
der heute als einer der grolen Psychologen des 20. Jahrhunderts gilt, beschreibt die Intelligenz nicht als eine
menschliche Eigenschaft, die ,intelligenten” Menschen im Gegensatz zu anderen zukommt, sondern als Fahig-
keit von Organismen ganz allgemein - nicht nur von Menschen - sich an ihre Umwelt aktiv anzupassen und sich
in diesem Prozess zu entwickeln. Die Intelligenz als biologisch-psychologische Anpassungsfunktion zu sehen
eroffnete mir eine vollig neue Perspektive fir das Lehren und Lernen, die sich in gliicklichster Weise mit dem
aktiven Zugang von Polya zur Mathematik verband. Die Verbindung zur Mathematik ergab sich natiirlich auch
aus Piagets Forschungen tiber die Entwicklung des mathematischen Denkens von Kindern (vgl. BETH & PIAGET
1961, PIAGET 1972, PIAGET & INHELDER 1971, PIAGET & SZEMINSKA 1972). Mit Piagets genetischer Psychologie
habe ich mich spater intensiv beschéftigt. Sie ist einer der Grundpfeiler des Projekts.

Wahrend der Referendarzeit war eine Auseinandersetzung mit der ,Neuen Mathematik” (Mengenlehre), dem
Ableger der Strukturmathematik, unvermeidlich. Diese Stromung fand auch in Deutschland zahlreiche Anhéan-
ger. Aufgrund unseres inhaltlich gepragten Studiums standen Gerhard Mller und ich der ,Mengenlehre” ableh-
nend gegeniiber. Schon als Studenten hatten wir genau registriert, dass auch innerhalb der Mathematik Kritik
an der Strukturmathematik formuliert wurde. Gerhard Muller lernte von einem seiner akademischen Lehrer,
,dass es noch lange keine Mathematik ist, wenn einer zweimal ,hom’ sagt” (,hom"” wird hier als geringschatziges
Kirzel fir die neuen Begriffe ,Homomorphismus” und ,Homologie” benutzt). Ein amerikanischer Mathematiker
bezeichnete Bourbaki riickblickend als Erfinder der Unterrichtsmethode, bei der man bei allgemeinen Begriffen
beginne und solange dabei verweile, bis die Lernenden so verwirrt seien, dass sie auch konkrete Inhalte nicht
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mehr verstiinden (vgl. SPIVAK 1979, S. 608). Wichtig fiir meine kritische Auseinandersetzung mit der ,Mengen-
lehre” war der Artikel ,Was ist Axiomatik und welchen Bildungswert kann sie haben?” von Hans Freudenthal (vgl.
1963). Ich hatte 1966 nach der zweiten Ausbildungsphase und vor Eintritt in das Erlanger Mathematische Insti-
tut das Gliick Hans Freudenthal, damals Prasident der International Commission on Mathematical Instruction
(ICMLI), bei einer Konferenz in Erlangen zu begegnen. Dieses Treffen gab mir den entscheidenden Anstof3 fiir eine
intensivere Beschaftigung mit mathematikdidaktischen Fragen. Es bildete auch den Ausgangspunkt fiir einen
kontinuierlichen Kontakt mit diesem universal gebildeten Gelehrten, der die ,Mathematik als padagogische Auf-
gabe” sah, so der Titel eines seiner Hauptwerke (vgl. FREUDENTHAL 1973). Fir ihn waren der aktive Zugang zur
Mathematik, die ,gelenkte Nacherfindung”, wie er sie nannte, und die Stiftung von Sinn, bei der er Bezligen zur
Realitdt entscheidende Bedeutung beimaf3, Grundpfeiler seines didaktischen Denkens.

Wahrend meiner Zeit am Erlanger Mathematischen Institut hatte ich auch immer wieder Gelegenheit mei-
nem &lteren Bruder und meiner Schwagerin tber die Schulter zu schauen, die damals als junge Volksschullehrer
ihren Unterricht sehr griindlich vorbereiteten und mich fiir ihren Mathematikunterricht haufig zu Rate zogen.
Fir sie gehdrten Wilhelm Oehls Blicher ,Der Rechenunterricht in der Grundschule” und ,Der Rechenunterricht in
der Hauptschule” zur Standardlektiire (vgl. OEHL 1962, 1967). Natirlich schaute ich mir diese Biicher genauer an
und war beeindruckt, welche grofle Bedeutung darin auf die mathematische Analyse des Stoffes gelegt wurde.
Zu meiner groBten Uberraschung stiitzte sich Oehl auf die operative Rechendidaktik von Arnold Fricke, der sei-
nerseits auf der psychologischen Didaktik von Hans Aebli, einem Schiiler von Piaget, aufbaute. Ich erkannte,
welches mathematikdidaktische Potenzial in der Piagetschen Psychologie steckt und wurde dadurch weiter
bestarkt, in die Mathematikdidaktik zu wechseln.

Anfang 1969 ergab sich durch Zufall ein Briefkontakt mit Wilhelm Oehl, der kurz vor seiner Emeritierung stand.
Er forderte mich auf, mich auf seine Nachfolge zu bewerben. Ich hatte das grofie Gliick, ein halbes Jahr spater
meine Arbeit an der Pddagogischen Hochschule Ruhr Dortmund als Kollege von Heinrich Winter aufnehmen zu
kdnnen. Der intensive Austausch mit Heinrich Winter im Institut und mit Wilhelm Oehl bei haufigen privaten
Treffen war fiir mich dufierst lehrreich.

Die Erarbeitung einer methodologischen Basis

Die Mathematikdidaktik befand sich damals weltweit in einer stiirmischen Entwicklung. Als IMCI-Prasident orga-
nisierte Hans Freudenthal 1969 den ersten Internationalen Kongress tiber Mathematikunterricht (ICME 1) in
Lyon und griindete auch die erste europdische internationale Zeitschrift ,Educational Studies in Mathematics”
(ESM). Die Frage, wie die Mathematikdidaktik zu organisieren und wissenschaftstheoretisch einzuordnen sei,
war damals noch vollig offen. 1974 wurde im Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZDM) eine Reihe von Arti-
keln zum wissenschaftlichen Status der Didaktik veroffentlicht. Mein Beitrag ,Didaktik der Mathematik als Inge-
nieurwissenschaft” (vgl. WITTMANN 1974) war ganz wesentlich angeregt durch das Bandchen ,The Sciences of
the Artificial” von Herbert A. Simon, der 1978 den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften erhielt (vgl. SIMON
1970). Simon schrieb dieses Werk sozusagen zur Festigung seiner eigenen Position als Wirtschaftswissenschaft-
ler, Informatiker und Verwaltungswissenschaftler. Es ging ihm darum, den wissenschaftlichen Status dieser
und anderer angewandter Disziplinen, z.B. der Ingenieurwissenschaften, der Medizin, der Architektur, usw. als
,design sciences” gegentiber den etablierten Disziplinen wie Mathematik, Naturwissenschaften und Geisteswis-
senschaften zu definieren. Die Besonderheit der ,design sciences” sah er darin, dass es bei ihnen nicht einfach
um die Erforschung von Realitaten geht, die von Natur aus gegeben oder geschichtlich geworden sind, sondern
um die Konstruktion und Erforschung ,kiinstlicher Objekte”, die gewissen Zwecken geniigen sollen. Solche Arte-
fakte sind z.B. Maschinen, Briicken, medizinische Therapien, Computerprogramme usw. Die durchgehende Ver-
wendung des Terminus ,design” ist sprachlich gewdhnungsbediirftig, beschreibt aber die typische Eigenschaft
dieser Disziplinen, bei denen immer etwas mit bestimmten Absichten konstruiert, hergestellt, entwickelt und
gebaut und im Einsatz optimiert wird. Die Mathematikdidaktik lief3 sich hier in natirlicher Weise als ,design
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science” einordnen: Die von ihr konstruierten (entwickelten) Objekte sind Unterrichtsvorlagen unterschiedlichs-
ter Art, mit denen das Lehren und Lernen optimiert werden soll.

Eine wesentliche Bestatigung fiir diese Auffassung von Mathematikdidaktik ergab sich in der Zusammenarbeit
mit Gerhard Mller, der 1973 die Nachfolge von Heinrich Winter angetreten hatte. Bei seinem Bewerbungsvor-
trag hatte er das Nim-Spiel und die dahinter stehende Theorie vorgestellt. Das war der erste von mir bewusst
wahrgenommene Prototyp einer mathematisch fundierten ,substanziellen Lernumgebung®, wie wir es heute
nennen. Wir sprachen damals einfach von ,Unterrichtsbeispielen”. Das 1970 aus dem Englischen ins Deutsche
ibersetzte Buch ,Modelle fiir den Mathematikunterricht in der Grundschule” (vgl. WHEELER 1970), das mir Hein-
rich Winter gleich bei Dienstantritt zur Lektlire empfohlen hatte, riickte damit ins volle Licht. Der Titel dieses
Buches war nicht besonders gliicklich gewahlt. Treffender ware ,Lernumgebungen fiir den Mathematikunter-
richt der Grundschule” gewesen. Im Austausch mit Georg Schrage, der 1975 zu uns stiefs und uns als hervorra-
gender Elementarmathematiker in die Diskrete Mathematik einflihrte, entwickelten sich unsere Vorstellungen
weiter. In dem 1977 vercffentlichten Buch ,Der Mathematikunterricht in der Primarstufe. Ziele, Inhalte, Prinzi-
pien, Beispiele” wurden sie praktisch umgesetzt (vgl. MULLER & WITTMANN 1981%). Mehr als die Halfte dieses
Buches bestand aus ausgearbeiteten Unterrichtsbeispielen bzw. Fragmenten von Unterrichtsbeispielen. Von den
Fragmenten wurden in den folgenden Jahren viele ausgearbeitet und fanden spater mit ausgearbeiteten Bei-
spielen aus dem Buch, darunter dem Nim-Spiel, Eingang in das ZAHLENBUCH. Nicht unerwahnt bleiben darf in
diesem Zusammenhang, dass das Nim-Spiel auch spéter noch einmal eine wichtige personelle Weichenstellung
veranlasste: Der junge Student Christoph Selter zog Anfang der 1980er-Jahre mit einer kreativen Inszenierung
des Nim-Spiels in einem 2. Schuljahr unsere besondere Aufmerksamkeit auf sich und wurde danach von uns
nach Kraften gefordert.

Gerhard Miller war ebenfalls voll Uberzeugt, dass es beim Lernen von Mathematik entscheidend auf Ver-
standnis ankommt, und hat bei seiner didaktischen Arbeit immer die Verbindung zum ,gesunden Menschver-
stand” hergestellt. Christoph Selter und Gerd Walther haben diese Bemiihungen in der Festschrift zu seinem 60.
Geburtstag gewiirdigt (SELTER & WALTHER 2001, S. 9-18).

Bei unserer intensiven Beschaftigung mit der didaktischen Tradition wurden wir spater durch die Dissertation
von Siegbert Schmidt (vgl. 1978) mit dem Werk von Johannes Kiihnel bekannt gemacht. Nicht nur Kiihnels ,Neu-
bau des Rechenunterrichts” von 1916 wirkte auf uns wie ein Fanal in ein neues Zeitalter: ,Das Tun des Schilers
ist nicht mehr auf Empfangen eingestellt, sondern auf Erarbeiten. Nicht Leitung und Rezeptivitat, sondern Orga-
nisation und Aktivitat ist es, was das Lehrverfahren der Zukunft kennzeichnet.” Auch Kiihnels Vorstellungen von
einer didaktischen Entwicklungsforschung regten uns stark an. Diese gute deutsche Tradition fortzusetzen und
dabei alles einzubringen, was wir bis dahin gelernt hatten, wurde das explizite Leitmotiv unserer didaktischen
Bemihungen.

Wesentliche Impulse erhielten wir auch von der Entwicklungsforschung am ,Instituut voor de Ontwikkeling
van het Wiskunde Onderwijs” (IOWO), das Hans Freudenthal 1971 an der Universitat Utrecht gegriindet hatte.
Der Vortrag, den Edu Wijdefeld 1976 bei Freudenthals Abschied aus dem IOWO (ber ein Unterrichtsexperiment
zum ,Zwergendorf” gehalten hatte, tibte auf mich eine dhnliche Wirkung aus wie der Vortrag von Gerhard Miiller
zum Nim-Spiel. Das war substanzielle Mathematik, zugeschnitten auf die Lernvoraussetzungen der Kinder, prak-
tisch Uberzeugend in eine Sequenz von Aktivitdten ausgearbeitet, fur die Lehreraus- und -fortbildung bestens
geeignet.

Anstofe zur Griindung des Projekts

Obwohl wir eine klare Vision von einem mathematisch fundierten aktiv-entdeckenden Mathematikunterricht
hatten und uns auf einer zumindest uns selbst iberzeugenden methodologischen Basis bewegten, waren uns fiir
unsere Entwicklungsforschung zunachst die Hande gebunden. Anfang der 1970er-Jahre beherrschte ja die ,Men-
genlehre” das Feld und sie war mit unseren Vorstellungen von Mathematik nicht vereinbar. Die Situation @nderte
sich erst 1985 zu unseren Gunsten, als ein neuer Lehrplan fiir den Mathematikunterricht der Grundschule in
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Nordrhein-Westfalen in Kraft trat, der unter der Federfiihrung von Heinrich Winter erarbeitet worden war. Damit
hatten wir endlich den Rahmen, den wir benétigten, um aktiv in die Breite wirken zu kénnen. Mehrere Erfahrun-
gen veranlassten uns, unsere Arbeit 1987 zu einem Projekt mit einem klaren Programm zu biindeln.

Von 1983 bis 1987 hatte ich das Privileg mit Hans Freudenthal, Heinrich Winter, Wolfgang Kroll, Lutz Fiihrer und
Jochen Ziegenbalg als Herausgeber der Zeitschrift ,mathematik lehren” zusammenarbeiten zu kdnnen. Bei die-
ser Tatigkeit wurde mir bewusst, dass es Uber eine Zeitschrift, in der die Themen und Beitrdge in bunter Folge
wechseln, schlechterdings unmoglich ist, den Mathematikunterricht konzeptionell zu verdndern. Da alle zwei
Monate ein neues Heft erscheinen muss, steht man als Herausgeber stéandig unter Druck. Griindliches Arbeiten
ist nicht moglich. Der damalige Geschaftsfiihrer des Verlags, in dem ,mathematik lehren” erschien, machte sich
iber unsere Anstrengungen, bei jedem Heft auf ein bestimmtes Anspruchsniveau zu achten, sogar lustig. Leh-
rer wiirden das gar nicht schatzen, meinte er. Diese Umstande veranlassten mich - wie spater auch die anderen
Kollegen - aus dem Herausgeberteam auszutreten. Ich beriet mich mit Gerhard Mdller und wir kamen zu dem
Schluss, dass Zeitschriften, die sich an Lehrerinnen und Lehrer wenden, kein geeignetes Forum fiir den wissen-
schaftlich fundierten Neuansatz waren, den wir im Auge hatten.

1979 schied Hans Freudenthal als Herausgeber der ,Educational Studies in Mathematics” (ESM) aus. Auf sei-
nen Vorschlag wurde ich in den neuen wissenschaftlichen Beirat dieser Zeitschrift berufen und tibernahm die
Aufgabe eines ,book review editor”. Es zeigte sich schnell, dass der neue geschaftsfiihrende Herausgeber eine
grundsatzlich andere Auffassung von Mathematikdidaktik hatte als ich. Zum offenen Konflikt kam es, als ich
1986 zwei Manuskripte zur Begutachtung einreichte:

- die Ubersetzung eines Artikels von Heinrich Winter, der in ,mathematik lehren” unter dem Titel ,Schieben,
Rechnen, Denken” erschienen war und eine wunderbare Begriindung der Teilbarkeitsregeln mithilfe der
Stellentafel enthielt (WINTER 1985);

- die Ausarbeitung eines Vortrags iiber produktives Uben, den ich bei einer internationalen Tagung in Belgien
mit sehr guter Resonanz gehalten hatte und in dem das neue Ubungskonzept weiter ausgefiihrt wurde, das
Heinrich Winter in seinem fundamentalen Artikel ,Begriff und Bedeutung des Ubens” (vgl. 1984) begriindet
hatte.

Der geschaftsfiihrende Herausgeber von ESM war der Meinung, diese Manuskripte wiirden ,wissenschaftlichen”

Kriterien nicht gentigen und sollten besser in einer Zeitschrift flir Lehrer verdffentlicht werden. Ich war damit

Uberhaupt nicht einverstanden und bat die ibrigen Mitglieder des Beirats um ihre Meinung. Die meisten von

ihnen verhielten sich indifferent. Es gab aber auch Stimmen, die meine Position entschieden unterstiitzten.

Ein Mitglied aus England duBierte sich folgendermafien:

Ich glaube, dass sich in der letzten Zeit in der Mathematikdidaktik neue Forschungskonventionen her-
ausgebildet haben, die nach meiner Auffassung nur geringe Berechtigung haben. Ich habe das bei inter-
nationalen Konferenzen so empfunden, ich sehe es in einigen Zeitschriften, und nehme es auch bei der
Begutachtung von Manuskripten wahr, die bei ESM eingereicht wurden. Diese Konventionen beinhalten
eine Art unpersénlichen Stil, der fiir die akademische Kommunikation als besonders geeignet angese-
hen wird, tiberbordende Literaturverzeichnisse und ausufernde Diskussionen der existierenden Literatur,
sowie das allgemeine Gefiihl, dass ein Autor, der sich nicht an die Regeln des Clubs hdlt, auszuschliefsen
ist. Zu diesen Konventionen gehdrt auch, dass wissenschaftliche Artikel (iber Mathematikdidaktik keine
mathematischen Beispiele oder Material, das man im Unterricht unmittelbar benutzen kénnte, enthal-
ten diirfen. Dies fiihrt zu einer grofsen Zahl von Artikeln in wissenschaftlichen Zeitschriften, die ich fiir
unlesbar halte.

Ich ziehe Artikel vor, die méglicherweise als eher fiir Lehrerzeitschriften geeignet angesehen werden
kénnen, aber diese Artikel sollten von hichster Qualitdt sein. Das sicherzustellen ist Aufgabe des wissen-
schaftlichen Beirats der ESM. Einige Personen, die in der Lehrerbildung tétig sind, haben mir gegeniiber
die Meinung vertreten, dass in ESM Material veréffentlicht wird, das eine eigene Welt darstelle und von
den praktischen Problemen des Mathematikunterrichts zu weit entfernt sei.
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Ein Beiratsmitglied aus Osterreich gab folgende Einschatzung:

Ich beklage die wachsende Distanz zwischen der Unterrichtspraxis und der ,,Forschungs-Didaktik’, in der
sich eine ,Kaste”von Experten konstituiert hat. Ich habe ein schlechtes Gefiihl dabei und viele Lehrerin-
nen und Lehrer auch. Mehr und mehr Praktiker gewinnen Selbstvertrauen bei der Reflexion (iber ihren
Unterricht, bei der Entwicklung neuer Inhalte und Methoden, aber ich fiirchte, der Stil in den Zeitschrif-
ten Iduft aus dem Ruder.

Ich beriet mich erneut mit Gerhard Miller und unsere Schlussfolgerung aus diesem Konflikt war, dass auch wis-
senschaftliche Zeitschriften solcher Art kein Forum fiir die praxisbezogene Entwicklungsforschung waren, die
wir uns vorgenommen hatten.

Ebenfalls 1986, also ein Jahr nach Inkrafttreten des Winter-Lehrplans, fand die Jahrestagung der Gesellschaft
fir Didaktik der Mathematik (GDM) in Bielefeld statt. Am Rande der Tagung unterhielt ich mich mit dem Heraus-
geber eines weitverbreiteten Unterrichtswerks und fragte ihn, welche Konsequenzen er und sein Team aus dem
Lehrplan ziehen wiirden. Er gab mir zu verstehen, dass kaum Handlungsbedarf bestehe. Ihr Werk sei mit margi-
nalen Veranderungen genehmigt worden. Als ich daran Kritik tibte, schaute er mich an und sagte in aller Freund-
schaft: ,Lieber Herr Wittmann, Sie sind ein sehr guter Theoretiker, aber von der Schulbucharbeit haben Sie, mit
Verlaub, keine Ahnung. Was sollte man darauf antworten? Es war klar, dass blo3es Reden und das Schreiben von
Artikeln nicht genligen wirde.

Ein Jahr spater, Anfang Méarz 1987, richtete die Bergische Universitat in Wuppertal die GDM-Jahrestagung aus.
Einer der Vortrige befasste sich mit dem Uben im Mathematikunterricht. Er wurde von zwei Schulleitern aus
dem Bergischen Land gehalten, die mehrere Binde mit Ubungsmaterial vom Typ ,bunte Hunde” und ,graue
Packchen” verdffentlicht hatten. Natirlich mussten wir in der anschlieffenden Diskussion an diesem Konzept,
das im offenkundigen Widerspruch zu dem Winter-Lehrplan stand, Kritik Giben. Einer der Vortragenden gab dar-
auf eine kurze und trockene Antwort: ,Wenn Sie damit nicht einverstanden sind, kénnen Sie ja etwas anderes
machen.”

Diese Aufforderung war dann der allerletzte Anstof3 fiir uns, im Friihjahr 1987 das Projekt ,mathe 2000" zu
griinden, in dem wir systematisch an der Entwicklung des Mathematikunterrichts auf der Grundlage des Win-
ter-Lehrplans arbeiten und uns ein eigenes Forum fiir die Verbreitung der Ergebnisse unserer Entwicklungsfor-
schung schaffen wollten. Das Projekt sollte wissenschaftlich fundiert und gleichzeitig praxisbezogen sein, wie es
unserer Auffassung von der Mathematikdidaktik als einer ,design science” entsprach. Was uns seit unserem Stu-
dium vorgeschwebt war, ndmlich durch einen aktiven Zugang zur Mathematik in sinnvollen Zusammenhangen
Verstéandnis flir mathematische Strukturen aufzubauen, wollten wir in diesem Projekt verwirklichen. Die Auffas-
sung von Mathematik als ,Wissenschaft von Mustern”, wie sie in SAWYER 1964 und WHEELER 1970 fir die Ele-
mentarmathematik beschrieben war, wurde fiir uns zu einem durchgehenden Leitmotiv.

In bewusstem Gegensatz zum notorischen Aktionismus in Bildungspolitik, Bildungsadministration und Pad-
agogik wollten wir Lehrerinnen und Lehrer in ihrer taglichen Praxis mit gut begriindeten einfachen Lésungen
effektiv unterstiitzen und ihnen ein Bewusstsein fiir Qualitat vermitteln. Der Wahlspruch simplex sigillum veri
(Das Einfache ist das Siegel der Wahrheit) wurde fiir das Projekt mit Bedacht gewahlt.

Mit dem Projekt wollten wir auch die historisch entstandene Trennung von Kindergarten, Grundschule und
den weiterfiihrenden Schulen iberwinden, in der wir ein groBes Hindernis fir langfristig erfolgreiches Mathe-
matiklernen sehen. In den Listen von Grundideen der Arithmetik und der Geometrie, die wir unserer Arbeit
zugrunde legten, kommt diese stufenlibergreifende Orientierung, die damals ein absolutes Novum war, klar zum
Ausdruck. Mathematische Grundideen lassen sich vom Kindergarten aufwarts genetisch entwickeln und ermég-
lichen Lernbiografien ohne Briiche. Das liegt im Wesen von Grundideen.

Es waren aber nicht nur negative Erfahrungen, die zur Griindung von ,mathe 2000 fiihrten. Mindestens
genauso wichtig, war das positive Vorbild IOWO. Mit den Utrechter Kollegen, besonders Adri Treffers, Leen
Streefland, Jan de lange, Ed de Moor und Marja van den Heuvel-Panhuizen, ergab sich in der Folgezeit ein
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kritisch-konstruktiver Austausch, der seinen sichtbaren Niederschlag im Programm ,mathe 2000” gefunden hat.
Grundlegend fiir uns waren natiirlich auch die Uberlegungen von Hans Freudenthal zu einer Wissenschaft vom
Mathematikunterricht (vgl. FREUDENTHAL 1984). Erwahnt werden missen in diesem Zusammenhang auch japa-
nische Entwicklungen (,lesson studies” und ,open ended approach”), tiber die mich mein amerikanischer Kollege
und Freund Jerry Becker ausfiihrlich informiert hat.

Entwicklungsforschung in der Praxis:
Vom ,Handbuch produktiver Recheniibungen” zum ,Zahlenbuch”

Im Mittelpunkt der Mathematikdidaktik aufgefasst als ,design science” stehen die Entwicklung, die empirische
Erforschung und die Implementation von Lernumgebungen bzw. Systemen von Lernumgebungen. Aus dem Stu-
dium der Geschichte des Mathematikunterrichts hatten wir den Schluss gezogen, dass eine Veranderung des
Unterrichts nur tiber eine Verdnderung der Ubungspraxis zu erreichen sei. Wir hatten schon in der dritten Auf-
lage unserer Primarstufendidaktik von 1981 ein Kapitel tiber ,Ubungsformen” eingefiigt. Die dort beschriebenen
Unterrichtsbeispiele passten nahtlos in das Konzept, das Heinrich Winter in seinem Artikel ,Begriff und Bedeu-
tung des Ubens” (vgl. 1984) entwickelt hatte. Daher ergab es sich fast von selbst, die Arbeit im Projekt zunichst
auf die Abfassung eines zweibdndigen ,Handbuchs produktiver Ubungsformen” zu konzentrieren, in dem ein
lehrplankonformes Konzept vom Rechenunterricht der Grundschule anhand flachendeckender Unterrichtsbei-
spiele beschrieben werden sollte (vgl. WITTMANN & MULLER 1990/92). Der Titel bezog sich auf das ,produktive
Uben” das heif3t auf das Uben inhaltlicher Lernziele in Verbindung mit den allgemeinen Lernzielen, die Heinrich
Winter schon 1975 (!) formuliert hatte (s. S. 41 - 60 in diesem Band). Dafiir wurde eine Reihe von Ubungsforma-
ten ausgearbeitet (Zahlenmauern, Rechendreiecke, Zauberquadrate, Schone Packchen, ...). In beiden Bénden
wurde aber auch das grundlegende und das automatisierende Uben (,Blitzrechnen”) gebiihrend beriicksichtigt.
In welchem Gegensatz zur ,Forschungs-Didaktik” das ,Handbuch” stand und steht, geht aus folgender Episode
hervor: 1995 wurde ich zu einer Tagung nach Nashville/USA eingeladen, in der es um ,representations” (Darstel-
lungen) gehen sollte. Das von mir eingereichte Papier (vgl. WITTMANN 1998) fand nicht den Gefallen der Orga-
nisatoren und wurde als nicht zum Thema der Tagung passend an den Schluss verbannt. Genauso wenig, wie
die anderen Teilnehmer aber mit meinem Papier anfangen konnten, konnte ich mit ihren Papieren anfangen. Es
handelte sich um ein beiderseitiges Missverstandnis. Am Schluss der Tagung safd ich beim Essen dem Tagungs-
leiter gegentiber und fragte ihn, warum sich in der amerikanischen Mathematikdidaktik niemand um das Uben
kiimmern wiirde. Er schaute mich an, als kdme ich von einem anderen Stern, und sagte: ,Jeder Forscher, der
hierzulande zu erkennen gébe, dass er sich mit dem Uben befasst, wiirde wissenschaftlich nicht mehr ernst
genommen.”

Beide Bande des ,Handbuchs” verbreiteten sich schnell und regten viele Lehrerinnen und Lehrer in allen Bun-
deslandern und im deutschsprachigen Ausland zu einer Veranderung ihres Unterrichts an. Damit hielten wir
unsere Mission zundchst fiir erfillt. Mit der Zustimmung zum Konzept verband sich in der Praxis aber immer
lauter auch der Wunsch nach einem Unterrichtswerk, in dem das Konzept des ,Handbuchs” fir die téagliche Pra-
xis weiter ausgearbeitet und auch auf die Geometrie und das Sachrechnen ausgedehnt werden sollte. Diesem
Wunsch konnten wir zunachst nicht nachkommen, da die damals tbliche Schulbuchroutine nicht die Freirdume
bot, die wir zur Umsetzung unserer Vorstellungen bendtigten. Aus diesem Grund hatten wir schon mehrere
Angebote von Verlagen, ein Unterrichtswerk herauszugeben, abgelehnt. Dem Wunsch der Praxis nach einem
zum ,Handbuch produktiver Rechenlibungen” passenden Unterrichtswerk gaben wir schliefilich aus zwei Griin-
den aber doch nach: Erstens kam uns zu Ohren, dass Herausgeber anderer Werke unsere ablehnende Haltung
als stillschweigendes Eingestandnis interpretierten, wir seien von der praktischen Umsetzbarkeit unseres Kon-
zepts selbst nicht Uberzeugt bzw. gar nicht in der Lage es umzusetzen. Zweitens versicherte uns der Leiter der
Grundschulabteilung von Klett, Dietrich Eberhardt, glaubhaft, dass er uns véllig freie Hand fir ein neuartiges
Schulbuch geben wiirde.
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Dass dieses neue Werk, DAS ZAHLENBUCH, tber die Landesgrenzen hinaus so erfolgreich sein wiirde, war zu
diesem Zeitpunkt nicht abzusehen. Durch Zufall erfuhren wir Ende 1991, dass ,die Konkurrenz” dem Neuansatz
keinerlei Chancen einrdumte. Im April dieses Jahres war Wilhelm Oehl verstorben und wir hielten im Dezember
ein Gedenkkolloquium fiir ihn ab. Anwesend waren auch Vertreter des Verlages, fiir den Oehl tatig gewesen war.
In der Nachsitzung kamen wir mit ihnen ins Gesprach. Sie wussten bereits, dass wir an einem Unterrichtswerk
auf der Grundlage des Winter-Lehrplans arbeiteten und wiinschten uns fiir diese ,mission impossible®, wie man
es heute formulieren wiirde, viel Gliick. Eine von ihnen in Auftrag gegebene Marktanalyse hatte ndmlich erge-
ben, dass nur 1-2% der Lehrerschaft bereit seien, den neuen Lehrplan konsequent umzusetzen. ,Lehrer sind
so. Da kann man nichts machen”, hief3 es. Wir allerdings hatten mit Lehrerinnen und Lehrern, mit denen wir viel
enger in Kontakt standen als die Herausgeber von Unterrichtswerken, sehr positive Erfahrungen gemacht und
lieBen uns von dieser Prognose in keiner Weise beirren. In den Jahren 1991 bis 1996 wurde von einem Team unter
unserer Leitung ein Band des ZAHLENBUCHs nach dem anderen erarbeitet. Erprobungsfassungen wurden in 40
Klassen in Nordrhein-Westfalen und 20 Klassen in der Schweiz auf Herz und Nieren gepriift und aus den Riick-
meldungen wurden fir die Endfassungen Schliisse gezogen. Im Schuljahr 1997/1998 lagen alle Bénde vor. Entge-
gen allen Prognosen war das ZAHLENBUCH von Anfang an ein grofder Erfolg, der umso hdher zu bewerten ist, als
durch das ZAHLENBUCH auch andere Werke veranlasst wurden, sich zu verdndern.

Wahrend unserer Arbeit entwickelte sich auch unsere methodologische Basis stetig weiter. Der Artikel ,Unter-
richtsbeispiele als integrierender Kern der Mathematikdidaktik” gab die Erfahrungen wieder, die wir 1980/81 bei
der Neuauflage unserer Primarstufendidaktik gemacht hatten (vgl. WITTMANN 1982; 1984). Die Fertigstellung
des ,Handbuchs produktiver Rechentibungen” 10 Jahre danach gab erneut Anlass zu einer Vergewisserung tber
unsere Grundlagen. 1992 erschien eine Neufassung von Wittmann 1974 unter dem Titel ,Mathematikdidaktik als
,design science™ (vgl. WITTMANN 1992). Die Umsténde der Ver&ffentlichung waren insofern merkwiirdig, als das
Manuskript aufgrund der vernichtenden Kritik eines Gutachters als normaler Beitrag abgelehnt worden war.
Die damaligen Herausgeber des JMD setzten sich aber liber dieses Gutachten hinweg und verd&ffentlichten das
Manuskript als Diskussionsbeitrag trotzdem. 1994 wurde die englische Fassung dieses Artikels bei einer interna-
tionalen Konferenz in Washington, D.C.,, bei der es um den wissenschaftlichen Status der Mathematikdidaktik
ging, flr den einzigen Hauptvortrag ausgewahlt (vgl. WITTMANN 1995).

In diesen Artikeln zur Methodologie der ,design science” Mathematikdidaktik wurden die kiinstlichen Objekte
immer noch als ,Unterrichtsbeispiele” bzw. ,teaching units” bezeichnet. Als aber 1997 unser belgischer Kollege
Lieven Verschaffel einen Vortrag in unserem Dortmunder Kolloquium hielt und statt ,teaching unit” den Termi-
nus ,teaching/learning unit” benutzte, war blitzartig klar, dass ein neuer Namen gefunden werden musste. Die
Entscheidung fiir ,Lernumgebung” bzw. ,learning environment” fiel noch am gleichen Tag. Um unsere mathema-
tische Interpretation dieses Begriffs zu betonen, prazisierte ich in meinem Hauptvortrag auf dem 9th Internatio-
nal Congress on Mathematical Education im Jahre 2000 (ICME 9) in Tokyo den Terminus zu ,substantial learning
environment” (vgl. WITTMANN 2002).

Strukturgenetische Analysen - die empirische Forschung erster Art

Bei der Neubearbeitung des ZAHLENBUCHSs in den Jahren 2010 bis 2012 konnten wir die mathematische Fun-
dierung des Werkes noch steigern und damit das Werk wesentlich verbessern. Die dabei gemachten Erfahrun-
gen veranlassten uns nochmals, iber die methodologische Basis des Projekts nachzudenken. Dabei riickte die
bei dem Design von Lernumgebungen angewandte Methode stéarker in den Vordergrund, die wir bis dahin mehr
intuitiv benutzt hatten. Als wir Anfang der 1970er-Jahre in die Mathematikdidaktik einstiegen, gab es in die-
sem Bereich im Wesentlichen nur eine einzige Methode: die didaktische Analyse der Unterrichtsinhalte. Diese
sogenannte ,Stoffdidaktik” wurde auf allen Stufen angewandt und bestand darin, zu mathematischen Lernin-
halten Lehrstrukturen zu finden und sie in verschiedener Hinsicht zu begriinden. Ergebnisse didaktischer Analy-
sen waren Unterrichtsbeispiele und Unterrichtswerke, in denen der Stoff so aufbereitet war, dass die Lernenden
Schritt fir Schritt dazulernen konnten. Die Ndhe zur Mathematik wurde in der Stoffdidaktik bewusst gesucht.
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Fir Heinz Griesel (vgl. 1974) unterschieden sich didaktische Analysen im Grundsatz nicht von mathematischen
Analysen. Trotz der imponierenden Leistungen, die sie aufzuweisen hatte und die auch heute noch grofite
Bedeutung haben, hatte die Stoffdidaktik einen gravierenden Nachteil: Sie war zu eng mit dem damals vor-
herrschenden belehrenden Unterricht verbunden. Daher stand sie von dem Augenblick an unter starker Kritik,
als mit den Methoden der interpretativen Unterrichtsforschung unwiderlegbar nachgewiesen wurde, dass die
im Unterricht tatsdchlich ablaufenden Lernprozesse nicht so gesteuert werden kdnnen, wie es in der Didaktik
des belehrenden Unterrichts angenommen wurde. Wissen kann nicht einfach vermittelt werden, sondern ent-
wickelt sich im einzelnen Lernenden im sozialen Kontakt mit der Lehrperson und anderen Lernenden auf indi-
viduelle Weise (vgl. STEINBRING 2011). Dieser offenkundige Erfolg empirischer Methoden hatte zur Folge, dass
sie bei dem Studium von Lernprozessen, sozialen Prozessen und den von den Lernenden jeweils eingebrachten
Voraussetzungen, bei der Feststellung der erreichten Ziele, bei der Konstruktion von Lernmodellen (in neues-
ter Zeit ,Kompetenzmodellen”) usw. nach und nach die Oberhand gewannen. Heute beherrschen sie das Feld
fast ausschliefllich. Die didaktische Analyse der Inhalte trat als Forschungsmethode immer mehr in den Hinter-
grund und wurde schlieflich als wissenschaftliche Methode weithin nicht mehr ernst genommen. An den Arti-
keln, die in den wissenschaftlichen Zeitschriften heute veroffentlich werden, ist deutlich abzulesen, dass dort
das Fach hochstens von sekundarer Bedeutung ist. ,Theorien” liber das Lehren und Lernen von Mathematik, die
von verschiedensten Disziplinen in die Mathematikdidaktik importiert wurden und werden, haben die Analyse
der Inhalte verdrangt. Die Anwendung empirischer Methoden ist ja vielfach auch ohne fachlich fundierte Kennt-
nisse moglich. Im Vergleich mit der Situation vor 30 Jahren ist die ,Forschungs-Didaktik” heute noch weiter von
der Praxis entfernt als damals, die Publikationsflut hat sich vervielfacht, die ,Kaste der Experten” hat sich vergro-
Rert, noch mehr Artikel als friiher sind ,unlesbar” und fiir die Praxis irrelevant.

Die Erfahrungen bei der Entwicklungsforschung im Projekt ,mathe 2000” zeigen, dass es ein fundamentaler
Fehler war, aus den Mangeln der Stoffdidaktik alter Pragung den Schluss zu ziehen, fachliche Analysen hatten
als Forschungsmethode in der Mathematikdidaktik keine Bedeutung mehr. Das Bild &ndert sich ndmlich grund-
legend, wenn man didaktische Analysen nicht auf den Stoff in seiner fertigen Form reduziert, sondern die Pro-
zesse einbezieht, die bei der Bearbeitung mathematischer Themen in der authentischen mathematischen Praxis
ablaufen. Fir solche strukturgenetischen didaktischen Analysen, wie ich sie nennen mochte, ist die Mathematik
nach wie vor von zentraler Bedeutung, aber eben in ihrem Prozesscharakter, wie er bei der aktiven Beschafti-
gung mit Mathematik - allein oder im Austausch mit anderen - in Erscheinung tritt. Unterschiedliche Losungs-
ansdtze, verschiedene Darstellungsformen, Unklarheiten, Fehler, Irrwege, Missverstandnisse usw. treten dabei in
natdrlicher Weise auf.

Nun ist aber die mathematische Praxis eines Kindergartenkindes eine andere als die eines Kindes, das im
zweiten Schuljahr das Einmaleins lernt, die mathematische Praxis eines Mittelstufenschilers, der lernen soll, wie
man eine quadratische Gleichung [6st, unterscheidet sich von der mathematischen Praxis einer Oberstufenschi-
lerin, die sich mit der Binomialverteilung befasst. Bei strukturgenetischen Analysen muss man sich daher immer
in die Lage der jeweiligen Lerner versetzen und untersuchen, welche Mdglichkeiten sie haben, um innerhalb
einer nach bestimmten Gesichtspunkten entworfenen Lernumgebung mathematisch aktiv zu werden. An einem
Beispiel soll dies kurz erldutert werden. Im neuen ZAHLENBUCH 3 (WITTMANN & MULLER 2013, S. 120/121) wird
eine Einflhrung in die Neunerprobe bei Plusaufgaben gegeben, die das Ergebnis einer strukturgenetischen Ana-
lyse ist. Diese Lernumgebung hat folgende Struktur: Die Kinder werden zuerst angeregt, die schriftliche Addi-
tion zweier Zahlen an der Stellentafel an Beispielen mit Plattchen nachzuvollziehen. Die Quersumme einer Zahl
ergibt sich dabei zwanglos als Anzahl der Plattchen, die man bendtigt um die Zahl an der Stellentafel zu legen.
Beim Addieren mit Plattchen zeigt sich, dass pro Ubertrag 9 Plattchen verschwinden. Daher muss das Ergeb-
nis eine Quersumme haben, die von der Anzahl der fir beide Summanden benétigten Plattchen um ein Vielfa-
ches von 9 abweicht. Bei der strukturgenetischen Analyse, die zu dieser Lernumgebung fiihrte, war erstens die
Elementarmathematik nach Mustern zu durchforsten, die bei der schriftlichen Addition auftreten. Dann war zu
prifen, ob die Voraussetzungen der Kinder am Ende des 3. Schuljahrs ausreichen, um die intendierte Aufgaben-
stellung zu verstehen, die angeregten Operationen auszufiihren, die zu beobachtenden Muster zu erkennen, zu
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beschreiben und mithilfe der Lehrperson zu begriinden. Schlief3lich musste die Lernumgebung auch noch curri-

cular eingeordnet werden, und es musste Uberpriift werden, welchen Beitrag sie fiir die Forderung der inhaltli-

chen und allgemeinen Kompetenzen leisten kann.

Dieses Beispiel zeigt, dass sich die strukturgenetische Analyse an Fakten halt: an die Lernvoraussetzungen
der Kinder, an die mathematische Praxis bei der Erforschung von Mustern und an die Zielsetzungen des Unter-
richts. Das alles ist empirisches Material. Daher ist die strukturgenetische Analyse eine empirische Methode. Sie
darf wegen ihrer Urspriinglichkeit mit Recht als empirische Forschung ,erster Art’ bezeichnet werden. Zu unter-
stellen, nur die Ublichen empirischen Forschungen, die ich als empirische Forschungen ,zweiter Art” bezeichne,
wirden ,empirisch abgesicherte Modelle” fiir das Lehren und Lernen liefern, zeugt von Unkenntnis der wahren
Verhéltnisse.

Die strukturgenetische Analyse kniipft bewusst an die Stoffdidaktik an. Sie geht aber dariiber hinaus, weil
sie das Lernen von Mathematik in seiner Genese betrachtet. Diese Methode hat sich in der mathematikdidak-
tischen Entwicklungsforschung beim Ubergang vom belehrenden Unterricht zum aktiv-entdeckenden Lernen
in natirlicher Weise ergeben, wobei es hilfreich war, dass bereits in der Stoffdidaktik durchaus auch mathema-
tische Prozesse einbezogen wurden. Am Werk von Heinrich Winter ist dies klar zu erkennen. Sein Buch ,Entde-
ckendes Lernen im Mathematikunterricht” ist ein Musterbeispiel fiir die strukturgenetische didaktische Analyse
(vgl. WINTER 1989).

Die Entwicklungsforschung im Projekt ,mathe 2000” setzt voll auf die strukturgenetische Analyse. Der Erfolg
von ,mathe 2000” ist daher gleichzeitig auch ein echter Erfolgsnachweis fiir diese Forschungsmethode. Gegen-
Uber empirischen Methoden zweiter Art hat die strukturgenetische Analyse mehrere entscheidende Vorteile:

- sie stellt die mathematische Praxis als nattrlichen Rahmen fiir das Lehren und Lernen von Mathematik in den
Vordergrund und fordert ein aktives Verhaltnis zum lebendigen Fach;

- sie ist konstruktiv und daher fiir die Entwicklung von Unterrichtsmaterialien unentbehrlich;

- ihre Ergebnisse (d.h. mathematisch und didaktisch fundierte Lernumgebungen und begleitende Theorien)
sind fur einen aktiv-entdeckenden Mathematikunterrichts handlungsleitend und gehoren daher zum erst-
rangigen Berufswissen von Lehrerinnen und Lehrern;

- ihre Ergebnisse lassen sich in einer Sprache formulieren, die im Gegensatz zu den ,unlesbaren” Artikeln der
JForschungs-Didaktik” verstédndlich ist.

Dieses Pladoyer fir strukturgenetische Analysen darf nicht als grundsatzliche Ablehnung empirischer Untersu-
chungen zweiter Art missverstanden werden. Letztere sind sogar notwendig, wenn neue Gebiete unterrichtet
werden sollen, bei denen noch keine Informationen Uber die Vorkenntnisse vorliegen und neue Darstellungs-
formen verwendet werden. Natrlich ist es auch sinnvoll mit empirischen Methoden zweiter Art genauer zu
untersuchen, welche Prozesse bei unterschiedlichen Inszenierungen einer Lernumgebung im Unterricht ablau-
fen. Gleichwohl darf nicht Uibersehen werden, dass strukturgenetische Analysen, die aus der Vertrautheit mit der
mathematischen Praxis auf der jeweiligen Stufe erwachsen, hierfiir aber bereits wesentliche Informationen lie-
fern. Das Design von Lernumgebungen schliet die Empirie in vielen Féllen sogar schon zu einem grofien Teil
ein, wie aus dem obigen Beispiel ersichtlich ist. Empirische Untersuchungen zweiter Art sind auch umso auf-
schlussreicher, je enger sie an strukturgenetische Analysen angelagert sind.

Der konstruktive Umgang mit Widerstanden: Aufklarung

Die Besonderheit des Entwicklungsforschungsprojekts ,mathe 2000” liegt in seiner mathematischen Fundierung
und in seinem Praxisbezug. Auf dieser doppelten Verankerung beruhen seine Erfolge. Wegen dieser Besonder-
heit stief} und stof3t das Projekt aber auch auf Widersténde, die sich sowohl aus der Verortung der Mathema-
tikdidaktik im Feld der Bezugsdisziplinen als auch aus einer gewissen Zuriickhaltung der Praxis gegeniiber
theoretischen Vertiefungen ergeben. Diese Widerstande haben uns einerseits die Arbeit erschwert, andererseits
aber auch herausgefordert, unsere Position weiter auszuarbeiten und besser zu vertreten. Dies soll in diesem
Abschnitt erldutert werden, in dem es (iber das Projekt hinaus um das Selbstverstandnis der Fachdidaktik geht.
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Das Verhdltnis zu den Bezugsdisziplinen klédiren

Wenn man auf die Notwendigkeit hinweist, die Mathematikdidaktik primar auf das Fach zu beziehen, muss man
mit dem Vorurteil rechnen, es komme beim Lernen von Mathematik sowieso ,nur” auf ,die Mathematik” an und
eine eigene Disziplin Mathematikdidaktik sei eigentlich Uberflissig. Dieses Vorurteil ist unter Mathematikern lei-
der weit verbreitet. Gerne wird hier aus Goethes Faust zitiert: ,Es trégt Verstand und rechter Sinn mit wenig Kunst
sich selber vor” Wie oft haben wir uns das anhdren miissen? Mathematiker, die liber den Tellerrand ihres Spezi-
algebiets hinausschauen, wissen es besser. Sie sehen die Mathematik in ihrer historischen und psychologischen
Entwicklung und wissen, dass man, um Mathematik erfolgreich unterrichten zu kdnnen, die mathematische Pra-
xis auf der jeweiligen Stufe griindlich kennen muss. Diese jeweils spezifische Praxis ergibt sich offensichtlich
nicht aus der mathematischen Praxis der mathematischen Spezialisten. Wenn das so ware, miisste man aus den
mathematischen Zeitschriften deduzieren kénnen, wie man im Kindergarten, in der Grundschule usw. bis hinauf
ins Gymnasium Mathematik zu unterrichten hat. Das ist nicht mdglich. Mathematikdidaktik ist eine eigene Diszi-
plin mit einem eigenen wissenschaftlichen Anspruch. Das missen Mathematiker verstehen, und aus dieser Ein-
sicht muss eine aktive Unterstiitzung der mathematisch fundierten Mathematikdidaktik erwachsen.

Eine Schwierigkeit anderer Art besteht im Verhaltnis zu anderen Bezugsdisziplinen. Psychologen, Erziehungs-
wissenschaftler und Bildungsforscher, die mit empirischen Methoden (zweiter Art) arbeiten, lassen nur die Teile
der Mathematikdidaktik als ,wissenschaftlich” gelten, in denen mit ihren Methoden gearbeitet wird. Es ist so der
paradoxe Zustand eingetreten, dass die fach- und praxisferne Richtung der Mathematikdidaktik, deren Beitrag
zur Unterrichtsentwicklung marginal ist, als ,wissenschaftlich” anerkannt und von der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft (DFG) gefordert wird, derjenigen Richtung dagegen, welche die Unterrichtsentwicklung nach wie
vor tragt, der Status ,wissenschaftlich” abgesprochen und der Zugang zur Forschungsférderung verwehrt wird.
Diese Einschatzung gilt keineswegs nur fiir die Mathematikdidaktik, sondern ftir die didaktische Entwicklungs-
forschung generell (vgl. KAHLERT 2007; 2011). Das allgemeine Klima in den Wissenschaften wirkt sich hier unheil-
voll aus. Namentlich in den Kultur- und Sozialwissenschaften gelten Distanziertheit, Abstraktion, theoretische
Begrifflichkeit und die gehadufte Verwendung von Fremdwdrtern als Ausdruck von Wissenschaftlichkeit. Dieser
Stil war in diesen Wissenschaften schon immer problematisch genug, wie der ironisch gemeinte lateinische
Spruch omne ignotum pro magnifico beweist (zu Deutsch: ,Alles was unverstédndlich ist, gilt als groBartig”). Auch
in dieser Hinsicht gilt es Aufkldrungsarbeit zu leisten. Ziel muss die Offnung der Forschungsférderung fir die
strukturgenetische didaktische Analyse sein. Der momentane Zustand ist unhaltbar.

Die sinngemdf3e Umsetzung der Konzeption in der Praxis unterstiitzen
Hier erweisen sich die Forderungen nach ,Kindorientierung”, ,Anwendungsorientierung” und ,Kompetenzorien-
tierung” als kritisch.

Kindergarten und Grundschule sind traditionell auf ,das Kind” und auf ,Lebensnahe” eingestellt. Es ist daher
nicht leicht die Einsicht zu vermitteln, dass aus dem Fach wesentliche Impulse fiir gutes und erfolgreiches Ler-
nen geschopft werden kdnnen, auch und besonders fiir die schwacheren Kinder (s. dazu den Beitrag von Michael
Gaidoschik in diesem Band, S. 144 - 149). Mathematisch fundierte Lernangebote stehen aber selbst dann bzw.
besonders dann in der Gefahr einseitig verstanden und eingesetzt zu werden, wenn sie als ,kindgeméafs” wahr-
genommen werden. Dies sei am Beispiel des ,Ich-du-wir“-Prinzips von Peter Gallin und Urs Ruf verdeutlicht.
In einem verengten Verstandnis von ,Kindorientierung” kann dieses Prinzip leicht in der Weise missverstanden
werden, dass die Kinder die Moglichkeit erhalten sollen, ohne fachliche Vorinformationen zuerst ganz alleine
fiir sich Losungen zu den jeweils gestellten Problemen zu finden (,Ich mache es s0”), dass dann diese Lésungen
mit denen von anderen Kindern verglichen werden sollen (,Wie machst du es?”) und dass schlieflich auf dieser
Grundlage eine Verstdndigung Uber sinnvolle Lésungen herbeigefiihrt werden soll (,Das machen wir ab.’). Wie
in dem Beitrag von Christoph Selter und Beate Sundermann (S. 201 - 208 in diesem Band) deutlich wird, hat die-
ses Prinzip aber nur innerhalb einer fachlichen Rahmung Sinn. In der Regel muss bereits vor der individuellen
Beschaftigung mit einer Aufgabe eine Verstandigung Uber Sprechweisen, Ausdrucksmittel und Ziele stattgefun-
den haben, wenn die individuelle Auseinandersetzung mit dem Problem effektiv sein soll. In der dritten Phase ist
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eine Verstandigung Uber fachlich sinnvolle Lésungen ohne die regulierenden Strukturen des Faches, die von der
Lehrperson eingebracht werden miissen, unméglich, wenn die Verstéandigung nicht in Beliebigkeit enden soll.
Heute wird die Forderung nach ,Individualisierung” so lautstark erhoben, dass sich Lehrpersonen kaum des Ein-
drucks erwehren konnen, sie diirften in individuelle Lernprozesse nicht mehr eingreifen, sondern sie nur noch
begleiten. Das ist ein grofes Missverstéandnis des ,Ich-du-wir-Prinzips”. John Dewey hat sich zu dieser Problema-
tik nicht nur in dem Artikel ,Das Kind und die Fachinhalte” geduf3ert, der diesen Band er&ffnet (S. 12 - 21), son-
dern noch deutlicher in dem zwanzig Jahre spater veroffentlichten Artikel ,Individualitdt und Erfahrung”. Dort
stellt er fest (DEWEY 1984, S. 55-56, Ubers. E. Ch. W.):

Die Befiirworter individueller Lernprozesse argumentieren oft folgendermafien: Gebt den Kindern
gewisse Materialien, Werkzeuge, Hilfsmittel und lasst sie damit nach ihren ganz individuellen Wiinschen
umgehen und sich frei entwickeln. Setzt den Kindern keine Ziele, gebt ihnen keine Verfahren vor. Sagt
ihnen nicht, was sie tun sollen. All dies wdire ein ungerechtfertigter Eingriff in ihre heilige Individualitdit,
denn das Wesen der Individualitdt ist es gerade sich selbst die Zwecke und die Ziele zu setzen.

Ein solcher Standpunkt ist toricht. Denn wenn man ihn einnimmt, versucht man etwas Unmdgliches,
was immer tdricht ist, und man missversteht die Bedingungen flir selbststéndiges Denken. Es gibt viele
Modglichkeiten offene Angebote wahrzunehmen und irgendetwas damit zu machen, und es ist so gut
wie sicher, dass diese eigenen Versuche ohne Anleitung erfahrener Erzieher und Lehrer zufillig, spora-
disch und ineffektiv sein werden.

Niemand wiirde bezweifeln, dass die persénliche Entwicklung in irgendeinem Lebensbereich durch die
Nutzung der von anderen gesammelten Erfahrungen gefordert wird. Niemand wiirde z. B. ernsthaft vor-
schlagen, die Ausbildung von Schreinerlehrlingen solle beim Nullpunkt beginnen, d.h. ohne dass dem
Lehrling Wissen (liber Mechanik, den Gebrauch von Werkzeugen, die Kenntnis von Materialien usw. ver-
mittelt wird. Niemand kdme auch auf die Idee, dass ein Schreinermeister, wenn er seinem Lehrling die-
ses Wissen vermittelt, den persénlichen Stil des Lehrlings einengen und seine individuelle Entwicklung
behindern wiirde. Ein Erzieher und ein Lehrer haben dasselbe Recht und die dieselbe Pflicht die Kinder
anzuleiten wie ein Handwerksmeister seine Lehrlinge.

Die mathematische Fundierung von ,mathe 2000” bedeutet auch eine Relativierung der heute nachdriicklich
erhobenen Forderung nach ,Anwendungsorientierung”. Um den Unterricht mit Sinn zu erfiillen und die Lernen-
den zu motivieren, wird in vielen didaktischen Konzepten zum Mathematikunterricht nicht nur in der Grund-
schule einseitig auf ,Realitdtsbezug”, ,Lebensndhe” und ,praktisches Lernen” gesetzt. Das ist kontraproduktiv.
Wie in dem Beitrag von Gerhard Miiller in diesem Band gezeigt wird (S. 80 - 91), darf gerade um der Anwen-
dungen willen der ,reine” Aspekt der Mathematik nicht zu kurz kommen. Die Anwendungsorientierung muss
Hand in Hand mit der Strukturorientierung gehen, wie es wie im Winter-Lehrplan gefordert wird. Die mathe-
matische Fundierung des Projekts ,mathe 2000” ist daher kein unndtiger Luxus. Sie bedeutet keine Abkehr von
den Anwendungen, sondern ermdglicht im Gegenteil einen besseren Zugang als die Fixierung auf unmittelbare
Anwendungen.

Das Projekt ,mathe 2000” steht fiir eine ,Kompetenzorientierung” im Sinne der allgemeinen Lernziele von
Heinrich Winter (S. 41 - 60). Die Bildungspolitik zwingt den Schulen momentan im Schulterschluss mit der Bil-
dungsforschung aber eine andere Art von ,Kompetenzorientierung” auf, die durch psychometrische Kompetenz-
modelle und zentrale Vergleichstests (VERA & Co.) gekennzeichnet ist. Der Lehrerschaft und der Offentlichkeit
deutlich zu machen, dass mit diesem inhaltsleeren Ansatz die mathematische Bildung nicht geférdert, sondern
auf Dauer unterminiert wird, erfordert angesichts des Drucks, der von der Bildungsadministration ausgelibt wird,
grofie Anstrengungen. Gleichwohl stehen die Chancen nicht schlecht, die im Projekt ,mathe 2000” praktizierte,
systemische Qualitatssicherung als bessere Alternative zu vermitteln. Diese Aufgabe wird umso leichter, je mehr
die gravierenden Nachteile des Bildungsmonitorings erkannt werden, woftir es erste deutliche Anzeichen gibt.
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Um Versténdnis fiir die theoretische Fundierung des Konzepts werben

Was die Akzeptanz von ,mathe 2000” in der Breite betrifft, ist ein anderer Punkt kritisch: Die Einarbeitung in das
Konzept ist naturgemafl mit einem bestimmten Aufwand verbunden. Insbesondere ist es unumganglich, dass
sich Lehrerinnen und Lehrer auch auf ,theoretische” Fragen einlassen und nicht nur methodische Arrangements
(Methodentraining, Stationenlernen, Lerntageblicher, ...) als wichtig fiir den Unterricht ansehen. Die Praxis hat
zwar gute Griinde die Theoriegebdude der ,Forschungs-Didaktik” als praxisfern zuriickzuweisen, aber diese ver-
standliche Abwehr darf im wohlverstandenen Interesse der Praxis nicht auf theoretische Uberlegungen generell
Ubertragen werden. In keiner ,design science” kann die Praxis allein aus der Praxis heraus entwickelt werden,
auch nicht in der Mathematikdidaktik. Das Projekt ,mathe 2000 ist ohne seinen theoretischen Unterbau nicht
denkbar. Dem Universalgenie Leonardo da Vinci, dem Ingenieur Ernst Abbe und dem theoretischen Physiker
Ludwig Boltzmann wird der Grundsatz zugeschrieben: ,Es gibt nichts Praktischeres als eine gute Theorie”. Diese
Erkenntnis gilt auch fiir das professionelle Handeln in der Schule. Fiir das Lehren und Lernen von Mathematik
kommt dabei der mathematischen Fundierung die gréfite Bedeutung zu, sowohl was die Arbeitsokonomie als
auch was den Lernerfolg angeht. Wenn diese Fundierung fehlt, verliert der Unterricht sein Ziel, wie John Dewey
im einfihrenden Beitrag ,Das Kind und die Fachinhalte” tiberzeugend ausgefiihrt hat (S. 12 - 21).

Manche Lehrerinnen und Lehrer scheuen den Aufwand, der mit einer Einarbeitung in das mathematisch
fundierte Konzept von ,mathe 2000” verbunden ist und glauben, mit ,mathematikfreien” Konzepten besser zu
fahren. Leider unterstiitzen die Verlage diese Position, indem sie Unterrichtswerke anbieten, mit denen die
Anforderungen der heutigen Lehrplane sogar unterlaufen werden kénnen.

Um ein Umdenken anzuregen ist es hilfreich einzusehen, dass es sich hier um eine Problematik handelt,
die auch in anderen Bereichen zu finden ist. Dem englischen Schriftsteller und Sozialreformer John Ruskin
(1819-1900) wird folgendes ,Gesetz der Wirtschaft” zugeschrieben:

Es gibt kaum ein gutes Produkt auf dieser Welt, das nicht irgendjemand schlechter herstellen und billi-
ger verkaufen kénnte, und die Menschen, die sich nur am Preis orientieren, werden die gerechte Beute
solcher Machenschaften. Wenn Sie fiir ein gutes Produkt etwas zu viel bezahlen, verlieren Sie etwas
Geld. Das ist alles. Aber die Ware ist gut. Viel mehr Geld verlieren Sie, wenn Sie ein billigeres Produkt kau-
fen, das die ihm zugedachte Aufgabe nicht erfiillt. Das Gesetz der Wirtschaft verbietet es, flir wenig Geld
viel Wert zu erhalten.

Dieses Gesetz lasst sich auf die Uberlegungen bei der Entscheidung fiir Unterrichtsmaterialien tibertragen.
Man muss nur an die Stelle der ,Kosten fir eine Ware” den Aufwand einsetzen, den man fiir den Einsatz eines
Materials investieren muss, und fiir die ,Ware" die Leistung, die das Material im Lehren und Lernen erbringt. Die
Aussage lautet dann:

Es gibt kein gutes didaktisches Konzept, das nicht irgend jemand in seinem Anspruch reduzieren und mit
geringeren Anforderungen ,verkaufen” kdnnte, und Lehrerinnen und Lehrer, die ein Konzept nur nach der auf-
zuwendenden Mihe fiir die Einarbeitung beurteilen, werden die gerechte Beute solcher Machenschaften. Eine
etwas hohere Investition fiir ein gutes Konzept bringt mehr als ein reduzierter Aufwand bei didaktischen ,Bil-
liglosungen”. Das Gesetz der Didaktik verbietet es, fiir wenig Einsatz viel Ertrag zu erhalten.

Dass die ,mathe 2000"“-Materialien ein besonders gutes didaktisches Verhaltnis Aufwand/Leistung aufweisen,
wissen inzwischen immer mehr Lehrerinnen und Lehrer zu schatzen, vor allem auch ,fachfremd” unterrichtende.
Mit dem neuen ZAHLENBUCH (WITTMANN & MULLER 2012/2013) wurde hier noch einmal ein signifikanter Fort-
schritt erzielt.
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Ausblick

Unsere Erfahrungen bei der Projektarbeit bestéarken uns darin, unsere Entwicklungsforschung in der gleichen
Weise wie in den vergangenen 25 Jahren fortzusetzen. Nach Abschluss der Arbeit am ZAHLENBUCH stehen als
nachstes zwei Aufgaben an:

1. Auf der Grundlage des ZAHLENBUCH-Friihférderprogramms (2010 mit dem Worlddidac Award ausgezeichnet)
mdchten wir die Zusammenarbeit von Grundschule und Kindergarten férdern und darauf hinwirken, dass die
Grundschulen in ihrem eigenen Interesse den Kindergéarten hierfiir Ressourcen zur Verfligung stellen (Fortbil-
dung, Materialbeschaffung).

2. Wir mochten das ,Handbuch produktiver Rechenlibungen” neu bearbeiten und dabei wieder die Kooperation
mit der Praxis suchen. John Dewey hat bei seinen Uberlegungen zu einer Unterrichtswissenschaft den Vor-
schlag gemacht, Lehrerinnen und Lehrer explizit in die Entwicklungsforschung einzubeziehen (vgl. DEWEY
1988, S. 23 -24, Abschnitt ,The teacher als investigator”). Hier mdchten wir neue Wege beschreiten. Die Erfah-
rungen in anderen ,design sciences” bieten hierzu wertvolle Anregungen (vgl. SCHON 1983).

Mit diesen beiden Vorhaben hoffen wir einen weiteren Beitrag zu einer wissenschaftlich fundierten und

gleichzeitig praxisbezogenen Mathematikdidaktik leisten zu kdnnen. Der damit verbundene Austausch mit

engagierten Menschen, die in der Praxis der Grundschule und des Kindergartens und in der didaktischen Ent-
wicklungsforschung ihre Arbeit mit moglichst sparsamen Mitteln moglichst gut machen wollen, hat uns in der

Vergangenheit gestédrkt und befliigelt. lhnen fiihlen wir uns verbunden und verpflichtet. Wir freuen uns auf die

weitere Zusammenarbeit.
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